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Exchange relations for theq―vertex operators of Uq (S~2)

（ 量 子 カ ッ ｀ ソ ・ ム ー デ ィー 代 数Uq（金 ） にお け る

q変形頂点演算子の交換関係）

    学位論文内容の要旨

▲序詮

  “q変形カッツ・ムーディ一代数”（qKM代数）と呼ぱれる大きな対称性を持つ

た2次元量子場の理論（qWZ NWモデル）は、超弦理論、スピン系への応用や、

Yang－Baxter方程式との関係等により、物理的にも数学的にも興味深い理論である。

このqKM代数は、角運動量の代数のある意味で拡張になっており、相違点は生成消

滅演算子が無限個ある事とq変形されている事である。角運動量理論においては、既

約表現であるテンソル演算子が基本的ナょ役割を演じている。 qKM代数におけるテン

ソル演算子はq頂点演算子と呼ばれ、角運動量の場合同様重要である。

  そこで本論文では、基本的なUq（sl2）というqKM代数において、q頂点演算子の

性質を具体的により詳しく考察し、q頂点演算子の具体的な計算に便利ナょ、あらわな

定義を与え、合成則及び任意の行列要素を計算する一般的手法及びその交換関係を導

出した。以下でそれを述べる。

▲本論

【 1】 先 ず q頂 点 演 算 子 の 定 義 と そ の 行 列 要 素 に っ い て 述 べ る

定義：   qWZ NWモデルにおけるスピンjのq頂点演算子璽jは、qKM代数の随

伴作用adに対する既約表現として次の様に定義される。

    ad（J）璽j‾pj（J）Vj，  for allJeuq（sl2）．

ここでpJは、スピンjのレベル零表現である。

  角運動量の理論において、テンソル演算子の行列要素は、ウイグナー．エッカルト
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の定理により、零でない行列要素をどれかーつ知れば、他の磁気量子数に対する行列

要素は全てクレプシュ・ゴルダン係数を用いて与えられていた。 qWZNWモデルに

おいても、昇降演算子を用いて表現の中を自由に移動できるので状況は同じである。

命題：重みjのヴァ―マ．モジュールVJの元lj，v）に対し、q頂点演算子

皿J2，m2(Z)：Vji - Vj3の任意の行列要素

    （j3，ul皿j2．m2 (Z)lii，v），

は、零でない行列要素をどれかーつ知れば、他の行列要素は全て、その定義のみから

計算できる。

  更に、クレブシュ゜ゴルダン係数を決める漸化式にあたる漸化式も得る事ができる。

【2】次にq頂点演算子の合成則にっいて述べる。

  角運動量の場合、零でない行列要素が存在するのは表現の重みがクレブシュ・ゴル

ダン則を満たすときのみであった。その事情はq頂点演算子でも同様で、j1とi2

との合成であるj3は任意の値をとる訳には行かない。その条件は角運動量の場合と

同様 、 表現 の 既約 性 、っ ま り特 異 場の 入っ た行列要素 が消える条 件

    （j31璽j21特異場jl）〓0，

として導出され、結果は以下の様になる。

定理：互いに索な正の整数gとhに対して、レベルがk+2= g/hとなる場合を考

え る 。 こ の 時 、 許 さ れ る 表 現 の 重 み jは 正 の 整 数 rと sを 用 い て

    2j+l‘r-s(k+2），  O<rくg，0くs<h，  （※）

と表され、許される重みjl，i2，’j3の組み合わせは

   II n=Or-l  rinn=Os

x rl n=l r      n "i=1 s

   II n=Og-r-l

x rI n=lC)-r

の両者が成立するものに限られる。ここで［n］は次の様なq整数である。

    [n]=（q^ －q―ー）/（q－q－1）．
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  この合成則の公式により、許される重みの組み合わせは、次の2種類のワイル変換

j3→－j3－1，j3→－j 3+k+lと並進j3→j3+1で結びっいている事が読み取れる。

ただしレベルが整数ならぱヮイル変換は現れない。

  更に、この合成則が閉じている事、っまり重みiiとi2が（※）の中に含まれて

いれぱ、それらの合成であるj3もまた（※）の中に含まれているという事がわかる。

  レベルが任意の複素数の場合の合成則も導出したが、それは今の場合のように有限

個の重みで閉じるという性質は持ちあわせていない。

【3】最後にq頂点演算子の交換関係にっいて述べる。

  q頂点演算子の合成(OPE)

    Vj2，m2(Z)lii，v）＝Eulj3，u）ロu’m2(2)，

を用いる事により任意のN点関数を3点関数に帰着させる事ができる。特に4点関数

は重要な意味をもっており、それからq頂点演算子の交換関係を決定することが可能

である。

  本 論 文 で は 、 j1． j4EC， 2i2EZ及 び j3 =1/2の 場 合 の 4点 関 数

    、（j41町j3’m3 (23）璽J2．m2(22）lj1），

の一般形を与え、それに基づき次の定理を得た。

定理：2j2EZ及びj3=1/2の場合のq頂点演算子の交換関係は以下の様になる。

ここでRとCはそれぞれスピン（i2．1/2）の三角関数R行列及びIRF型楕円関

数 R行 列 で あ り 、 ま た 皿 J2． as (22）： Vji→ VJl+J2ー 3で あ る 。

▲結諭

    /丶

  以上の様に本論文ではUq（sl2）のq頂点演算子の合成則と交換関係を導出し、合成

則は主にワイル変換によって、又交換関係はR行列によって記述されている事を発見

した。
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学位論文審査の要旨
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副 査   教 授   岩 田 健 三

副 査   助 教 授   日 比 孝 之

学 位 論 文 題 名

    Exchange  RelationS  for  the
    /丶
q－Vertex  Operators  Of  Uq(Sl2）
    /丶
    （ 量 子 カ ッツ ・ ム ー ディ一 代数Uq(Sl2） におけ る

q変形頂点演算子の交換関係）

連続群論の表現論は物理に応用され、多くの成果を導いてきた。  連続群論の拡張として近年

定式化された量子群の数学的研究は多くなされっっあるが、物理への応用はまだあまりなされて

いない。  応用に際しては、量子群の表現諭の展開が不可欠である。

  申請者は無限次元連続群諭の代数であるカッツ・ムーディ一代数を拡張して得られる量子カッ
    ノ丶
ツ・ムーディ一代数のーつUq（Sl2）の表現論の基礎をかためるいくっかの定理の証明に成功
    /丶
した。 Uq（Sl2）は 一次元 スピン 系xxz模型 及び一次元サイン・ゴルドン模型で成立する

ことがJimboらによって明らかにされていた。しかしながら、その表現論にっいては

Wig
Uq（

k ertの定理を初めとして多くの事柄が未知のままであった。  申請者は

変 形 頂 点 演 算 子 の 行 列 要 素 が 満 た す Wigner― Eckertの定 理 、 合

成則と共に、q一変形頂点演算子が満たす交換関係の証明を行った。

証 明 さ れた Wigner－ Eckertの 定 理 は 、群 論 の 場 合と同 様変換性 の决ま ってい る頂

点演算子の行列要素のすべては、ーっの行列要素と、表現で決まる数係数とで決定されるという

ものである。  この教係数であるクレプシュ・ゴルドン係数の満たす漸化式も得られた。
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レベル が、互 いに素 な正の整数gとhを使い、k十2-g／hとなる場合、表現の重みjは正

の整数 rと sを 用いて、

    2j十1゚ rーs（k十2冫、  oくrくg、  oくsくh

と表わされる。  合成則としてヽq変形頂点演算子の合成に許される重みii、i2ヽ J3の組み台

わせは、

    nr－ln；；0［jl十j2―j3ーn十n（k十2）］

    n=0  1

    r  ！

    x  n  H：：1［－jl十i2十j3十n一亀（k十2）］＝0

    n=l  ロ

ri g-r-l  Il h'；'l [_j i+i2+j3-n+m (k+2) ]
  n=0      m=0

                     -l  _
X   ri g-r    nh-s-' [11+i2-j3+n-m(k+2)l=0
       n=l      m=l

           -  . n    -n.  j     -1.
但 L.  [nl~(q - q   )/ (q-q   )

を満たすことが示された。

    1

  最後にjl、j4C．2i2Z，j3‘iの時、行列要素くj41¢J3、－3（23）¢i2、m2（221 ii冫

の一般形を得ると共に、それに基づき、q変形頂点演算子¢i．。（z）の交換関係として、三角関数

R行列Rと、IRF型楕円関数R行列Cとを使い、

R  j (22/23)ず j 3
 cd

b(22)

                                       .   st
¢i2.e " (22¢ j3,d r(23) C
                       uv

を得た。
    /丶
  以上の諸定理は、Uq（Sl2）の表現論の基礎をなすものであり、高く評価されると共に、物

理への応用の際重要な働きをするものと思われる。

よって審査員一同は申請者が博士（理学）の学位を受けるに十分ナょ資格があるものと認めた。
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