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学位論文内容の要旨

Gを有限群、Kを標数p>0の体、  を有限生成KG-加群とする。

Eo(M) = Ext;.o(M, M) ~ H'(G, Endrv (M))

まカ’プ積とEndK (M)の合成瞶で次数付きK-多元環となる。自明な加群Kに対するEG（K）は（殆ど）司換な有限生成K-多元環で、

Ec(M)は有限生成EG(K)・加群である(Evensの結果）。Kが代数的閉体のとき、QuillenはEG(K)の極大スペクトルVGがUE VE

(EはGの初等可換p・部紛群全体を動く）のG‐共役類全体のなす多様体と同型であることを示した。このQuillenのstratificationと

呼ばれる定理は有限群のモジュラ一表現におけるコホモロジー理論の中心的命題のーつである。後にCarlsonを始めとする多くの研究

者違がこの定理を礎に、EG(M)のVGにおける台yo(M)の性質を調べ、Mの射影性、周期性、直既約性などをこの  の多様体

VG(M)の言葉に置き換えた。特にCarlsonはshifted部分群とrank varietyの概念を導入し、抽象的なコホモロジーの理論に加群論

的な考察方法を与えた。このことは米田の解釈とあいまって、コホモロジ一環に対してある種の具体的イメージを我々に与えてくれる。

例えばAvruninとScottはVG(〕にっいてもQuillenのstratification定理の類似を示したが、その証明はrank varietyの概念に

よっている。

しかしEG（M)自身の極大イデアルにっいてiままだ多くは知られていない。その主な理由はEG（M)が本質的に非司換であることに

よる。例えばEG(M)の極大イデアルMが制限写像resG,H EG(M)→ EH(M)の核を含んでいるからといって.Mの上にのってい

るEH(M)の極大イデアルがあるかどうかは自明なことで憾ない。またCarlsonのshifted部分群の概念を使おうとしたとき、制限写

像がカップ積と司換でないことも支障のーっであった。即ち、shifted部分群Hに対して、

“ 甲 ） － “ 饗 〕
tup1  1匸 up
    亠   亠
EGm） ー → EH（ M）

む1殳には可換図でないことが知られていた。CarlsonはEo(M)の斉次元の巾零性をcyclic shifted部分群の言葉で特徴づけたが、そ

こでは群環の余代数構造（従ってカ、yプ積）の方を変更して一時的に上図を可換と見なす方法をとった。この特徴づけからC arlsonは

EG(M)のJacobson根基が巾零斉次イデアルであることを導き、前述のAvrumniとScottの定理の別証を与えたが、それ以上の積極

的な議論は難しい。またCarlsonはNが代数的閉体のとき、EG(M)の極大イデアルは或るcyclic shifted部分群への制限写像の核を
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含ん でい ると予 想し 、特別な場合(MがGの正規部分群の1次表現の誘導加群の場合）にこの予想を証明した。この予想はGがP群

の場合に帰着されるのだが、Carlsonの特別なケースではEo(）はEH(K)上の行列環の部分環と見なせ、上図が司換になってしま

う。彼の証明はやはりこの可換性に依っているため、ー股化は難しい。

著者は直接的ti:t鼻により、上の図が次の意味で可換であることを示した。

定理3．5．HをGのshifted翻瀦とすると、Eo(K)の任意の元pに対してreso，H CUPo．M(pr)＝ cupH．M res0．H(PL）カ滅り立つ。

―っ亨JA亅pe轟nとE眦sはLyndoユ‐Hod恥hnd．‐s廿恥のスペクトル系列を用いて次の結果を得ていた。即ち、GをP群、Hをその極

大部 分群 、pをロ に対応 する Bockstem元とす ると 、reso，H Eo(M)→ EH(M)の核に含まれる斉めく元は2乗するとロEo(M)に含

まれる。

著者は定理3.15により先の図を有限生成Eo(KF多元環の可換図とみなし、このAlpe riuとEvensの結果、そして可換ネータ一環上

のArtin-Reeaの補麗を用いて｀Eo(M)の極大イデァルの大きさをEo(K)との関連において測りながら、C&rlsonの予想を次のよう

に拡張し、証明を与えた。

窟哩A． Kは 代数的 閉体 とす るo．MをEo(M)の 極大イ デア ルとすると、resalucjy)匸Adとなるcyclic shifted部分群びとEu(M)

C&rlsonの予想 はこ の系 として 出る 。更 に定理AはEo(M)の極大イデアルに関する種々の議論を、Gが位数pの巡回群の場合に

帰着させる。例えば前出のAvruninとScottの定理の新しい男衄明を与えることができる（定理4．6）。

またU¥rlsonはP*I.環の理綸を使って、単純Eo(M）―加群がK上有限次元であることを示したが、更に著者はこの結果を次のよう

こ精密にした。

定理6．4．Kは代数的閉体とする。Sを単純EG (M)-加群とすると、次の性質をもっGの或るcyclic shifted部分群びが存在する。

    p

vl， b冖 ．’ vを dimKM＝‘ である 直既 約KU-加群 とし 、  ＝ Oザ ‘(m‘は重 複度 ）を   のI<U-加群 として の直既約分解とす
    i=l

る と、
    m&x{mi’ m2｝  （ p‘ 2〕
    dimKS≦

    nux{mi十 rrh,_i,  mp115‘〈 ―（ p― 1） ／2｝（ p冫 2）

が成り立っ。

ここで等号が成り立っ例を作ること1よ易しい。この定理の証明はやはり定理Aを用いて位数pの巡回群の場合に帰着させることと、

Mの巒 吩解に 対応 して Eo(M)をfTFiWaと見 たとき その Ja.cohson根 勘洛成 分o藻で 解釈できる、と kヽ うClifford理繊！の次の

定哩を示すことにより得られた。
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定理5．6．K G-11[I辞として  ＝M10 M2e…OM,と直和分解されているとき、次が成り立つ。

radExtKG(-,M):OradExtKG(-,Mi)
         i=l

2，EG（M)を”x”型の行列環t（q〕lCりEExtKG（Mj、 Mi））とみたとき、

rad EG(M) = {(<ij) I <ij ExtKG(Mi, Mj) C rad EG(M )}

ここでrad ExtKG（―，M)iま関手ExtKG（―，M)の極大右イデアル部分関手の共通部分として定義される。著者はExt;G〔-,M)

の右イデアル部分関手という概念を導入し、GreenがEndの場合に使った手法を用いて定理5．6を導いた。Mが直既約のときに

EG(M)/rad EG(M)にっいて何か強いことが言えればコホモ口ジーのCliff ord理論を展開できそうだが、それは今後の課題のーつであ

る。尚、定理5．6はC arlsonによるJacobson根基の巾零性を用いても証明できるが、著者による方法はその結果を使っていない。

特に定理6.4の系として、次が示せる(Kは代数的閉体でなくてよい）。

定哩B．Sを単純EG（M），加群とすると、dimKS≦dimKMである。

定理Aのもうーっの応用として、次の結果をあげることができる。これはThevenazにより導入されたG．関手の極大イデアルに対

する不足群を、コホモロジー関手の或る特別な場台にっいて求めたものである。

命題7．2．Gをp群、Wを代数的閉体、MをEo(M)の極大イデアルとする。もしMと(G，cup―1〔M〕）の不足群かともにGな

らば、（G，M)の不足群もGである。

これも定理Aにより位数pの巡回群のコホモロジ一環の議論、即ち自己準同型環の議論に帰着して示されているので、より一般な場合

の不足群を決定するーっの足掛りになると思われる。命題の仮定はとても強いが、証明はEG(M)の中でEndA-G（）とcupG，M（EG（K））

の生成する部分環がかなり大きいことを暗示している。何らかの方法でこの部分環の大きさを別ることも今後の課題のーっであるニ

有限群のモジュラ一表現におけるコホモロジーの理論において、shifted部分群は大変有効な概念である。群Gのコホモロジーを調

べるためにはGの奇汾群のみならず、shifted部分群のコホモロジーとの関係を議論する必要がある。そのための道具としては緻密な

スペクトル系列は必ずしも使いよいとはいえない。新しい道具の可能性として、第8節では‘群の拡大に対するコホモロジ←の長い完

全列’にっいて諭じた。抽象的に存在のみが知られている完全列であるが、具体的に記述することができればスペクトル系列よりも使

い易い道具になると思われる。
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学 位 論 文 題 名

    Maximai ideals and Carlson’S conjecture

    for cohomology rings of modules

（加群のコホモ口ジー環の極大イデアルとカールソン予想）

  庭崎隆氏提出の学位論文は、有限群Gのコホモロジ一環の構造に関連したものである。特

に、極大イデアルに関するCarlson予想の肯定的解決、Avru nin-Scottの定理の簡明な別証明、

それにコホモロジ一環上の既約加群の次元の上限が重要な成果である。これらの結果とその証

明は、有限群の表現諭、多元環のホモ口ジー代数、群作用を伴う位相幾何学など、いろいろな

方面に応用されるであろう。

  群のコホモロジ一諭は、1950年代に発展した割と若い分野で、今では有限群とその表現はも

ちろん、位相幾何学・代数的整数諭・代数幾何学等の分野においても基本的な道具となってい

る。この数年目立っのは、ホモロジー代数と有限群の表現諭との活発な交流である。群のコホ

モロジーが加群の理論と関係していることは、古くから知られているが、今では両者の関係は

ずっと深いものであることガ分かっている。特にコホロモジ一環の環諭的性質f極大イデアル、

Krull次元、コホモ口ジー環上の加群等）と群やその上の加群の性質の関係は、きわめて重要な

問題である。

  以下ではGを有限群、Kを標数p冫0の体とし、KG-加群はすべて有限生成とする。KG―

加群Mに対し、ぬ（M）：〓ExtをG（M，M）竺ロ゛（G，EndK（M））は次数付きK-多元環になる。

特にEG：＝EG(K)は「可換」である。レを：〓Max(Ec）を極大イデアルスベクトルとする。こ

うすると任意の部分群ロくGに対し、EH(M)は有限生成EHー加群で、E・Gはネタ一環である

（Evens）。またレをの連結成分は、Gの極大基本可換p部分群の共役類と1対1に対応してい

る（QuiIIen）。これよりEGのKruIl次元は、Gのp‐rankに等しい。

  有限群のコホモロジーの研究を進めて行く上で、主要な困難のひとっは，巨G（M）が本質的に

非可換なことにある。非可換性のため、EG（M）極大イデアルスペク卜ルを考えることはできな
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いか、G（M）C－ぬとしてめ（M）のannihiIatorを含むBの極大イデアルの集合をとれぱ、

議諭がうまく行く。こうして、A｜perin，Benson，Carlsonをはじめとする研究者は、この方面で

（EvensIQu川enの定理を含む）多くの成果を上げ、有限群諭や多元環諭などに大きなインパク卜

を与えた。

  KGの単数群の部分群び＝（ul，…，uカ）C－KGがGのshifted部分群であるとは、Gの階

数nの基本可換P部分群E＝（z1，…，ヱ″）≦GとQむEKがあって、ui二二ニ1十あQむ（ヱ，ー1）

となることで、特にm：1のときがcyclicshifted部分群である。これはCarIsonの研究の過

程で、浮び上がってきた重要な概念である。これにGの基本可換p部分群の役割を果たさせよ

うとするのがCarIsonのアイデアである。これにっいて庭崎氏は次の定理を証明した：

定理：PEG（M）とすれぱ、cydicshifted部分群びとQE竹（M）ガ存在して、Pはresるb（Q）

を含む。ここでres：上G（Aイ）→iを（M）は制限写像である。

  この定理は、Carlson予想（1985）を大幅に拡張したものである。なお元のCarlson予想（Pコ－

resるb（0））も庇崎氏により1989年に証明されている。この定理の直接の系として、EG（M）の

極大イデアルの余次元の有限性（Carlson）に関して具体的な上限を与えた。これも本論文にお

ける重要な成果である：

系：既約Rc(M）‐加群の次元はdimKAイ以下である。

もうひとっの系として 、Avrunin-Scottの定理の定 理の簡単な別証明ガ得られる：

系： cyclic shifted部分群びに対応するPE VGがVG(M)に含まれるための必要十分条件は、

AイかKぴ上の自由加群でないことである。

  shifted部分群びについて困ることは、KUがKGの部分Hopf代数でないことである。こ

のため次の図式は一般に可換でない：

EG

cup

EG

K） res→ Eu(K)

    ！ 。 ・ p

M）1み→；Eu(M)
これに対し庭崎氏は、上の図式が{pplpEEG(K）｝では可換なことを見出した。これがCarlson

予想解決の鍵となった重要な結果である。この他にも庭崎氏はこの諭文で、有限群の表現諭、可

換環諭、代数幾何学、ホモロジー代数を用いて多くの興味ある結果を導いている。Carlsonは、

1990年の京都における国際数学者会議の招待講演で、有限群のコホロモジー諭の最近の進展に

ついて述ペ、その中で庭崎氏の定理を最近の重要な成果のひとっとして紹介している。このこ

とも庭崎氏の研究の価値を示すであろう。

  以上見たように、本諭文は庭崎氏の研究の集大成であり、学位論文として十分な内容を備え

ていると判断される。
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