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学 位 論 文 題 名

Completely positive completion of partial matrices

   whose entries are completely bounded maps

（完全有界写像を成分にもつ部分行列の完全正補完）

学位論文内容の要旨

  部分行列とは確定した成分と未定の成分とをもつ行列である，部分行列のcompletion

の問題はこの未定の成分を補い，与えられた条件を満たすような行列を得ることを扱

う，この問題は，成分がスカラーあるいはヒルペルト空間上の有界線形作用素の場合に

正値性，縮小性等の条件の下で研究されている．例をあげるとH. Dym，I．Gohberg（1981)

は帯行列がpositive completionをもっための条件，すなわち帯行列のcompletionで正定値

となるものが存在するための条件を与えている．またR． Grone，C．R．Johnson，E．M. Sa，

H． WolkoWicz（1984）は有限グラフgから定義されるスカラー成分の多ー部分行列がpositive

completionをもっための条件を9の性質を用いて特徴付けている．一方V．I．Paulsen’

S．Power，R．R．Smith（1989）は部分行列を行列環の部分空間の上のSchur積写像とみなし，

写像としての観点からcompletionの問題を扱っている．

  本論文はC゙ 代数Aのヒルベルト空間H上の有界線形作用素の全体B（H）への完全有

界写像を成分にもつ有限グラフ9から定義される9．部分行列を対象として．これがCP

completionをもっための条件について研究している．ここで9はループをもつ位数nの

無向グラフであり，¢‐部分行列とは確定成分が9の辺の集合と対応しているものであ

る．9‐部分行列のcompletionは，各成分ごとの対応により4の元を成分にもつn次行列

の全体Mn（4）からAん（B（H））への写像を定義する．このときCPcompletionとはこの写像が

完全正値写像であることを表わす，

  完全有界写像を成分にもつ部分行列はPamsenらが導入したSchur積写像を典型的な例

としてもっている，本論文では彼らの研究を一般化した結果を得ている．またGroneら

は成分がスカラーの場合を扱っているが，本論文では彼らの結果を完全有界写像の場

合に拡張している．さらに写像を成分にもつ部分行列の具体的なモデルとして，局所



コンパクト群のFourier代数の完全有界乗関数から定まる完全有界写像を成分にもつ¢‐

部 分行列 を与 え， これが CP completionを もっ ための 条件を特徴付けている．

    ¢を有限無向グラフ，¢を完全有界写像を成分にもつ9‐部分行列とする．もし面の確

定成分から得られる主小行列がすべて完全有界写像ならば¢は¢‐部分完全正値行列と

よぱれる．¢がCP completionをもっならば垂は¢‐部分完全正値行列でなければならなぃ

が，逆は一般には成立しない．

  最初に，すべての9‐部分完全正値行列がCP completionをもっための必要十分条件は多

がchorddであることが証明される，これは9‐部分行列に対するStinespdng型の同時表

現を用いると，C゙ 代数の表現の可換子環の作用素を成分にもつ9‐部分行列のpositive

completionの可能性の問題に帰着される．これにGroneらの議論を用いることにより証

明 す る こ と が で き る ． こ の 結 果 は Gr0馳 ら の結 果 の 一 般 化 と な っ て い る ，

  上の結果からグラフがchorddでない場合が考察の対象となる．このとき完全有界写

像の特別な場合である有界線形汎関数を成分とする部分行列がCPcompletionをもった

めの条件が与えられる．

  成分が有界線形汎関数であるn次行列がMふ（qからn次複素行列の全体M‥への写像

として正値で・あるならば必然的に完全正値写像となることがわかる．実際より一般的

に，4のMカヘの有界線形写像を成分とするn次行列が弧（メ）のM・n（Mm）へのm正値写

像を定義するならば．完全正値であるということが示される．この結果はそれ自

身，4のM・mへのm‐正値写像は完全正値であるという事実の，行列化としての拡張と

なっている，このことを’用いると，多・部分行列のCPcompletioIlが存在することとpositive

completion，すなわちMふ（qの上の正値写像を定めるcompletionが存在することは同値と

なることがわかる．

  グラフ¢に対しAん（メ）の単位元を含む自己共役な部分空間町（川がグラフから標準的

に定義される．また¢ー部分行列¢に対し，＆（qのMふへの写像n七が各成分ごとの対

応により自然に定義される，このとき垂がpositivecompletionをもっための必要十分条件

は写像nうが正値なことであることが示される，さらにこれは，垂の各成分が4の表現

と表現空間のn個のべク卜ルによって表示されることと同値であることが示される．

これらはC’代数の部分空間上の正の汎関数に関するKrdnの拡張定理を用いて示され

る．さらに2次のブロック拡大を用いて同様の議論を行うことにより，有界線形汎関
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数を成分にもつ（必ずしもループをもたない）有向グラフ9の縮小的¢．部分行列の表現

を得るこ・とができる．すなわちAうが縮小写像ならぱ，¢の各成分をメの表現と表現空

間のノルムが1以下の2n個のべクトルを用いて表わすことができる，さらに系とし

て，部分行列亜のcompletionでn¢のノルムを変えないものが存在することがわかる．

これらの結果はPaulsenらの結果の一般化となっている．

  上述の結果は局所コンパクト群Gの群von Neumann代数VN(G)上の特別な完全有界写

像に応用される．すなわちGのFourier代数の完全有界乗関数ヤから誘導されるVN(G)

上の乗関数写像Mアを成分にもつg-部分行列がCP completionをもっための条件が与えら

れる．Mいが完全正値写像であるためのャの条件より，¢‐部分完全正値行列¢〓【M{ei,］¢

の各成分ヤむはGのユニタリー表現の係数の空間B(G)の元であることがわかる．この

ことからCP completionについては成分がB(G)の元の場合を考えれば十分であることが

わかる．最初にB(G)を群C゙ 代数C゙ (G)の双対空間と同一視して，B(G)の元を成分に

もつn次行列垂＝［ヤむ1がMn(C．(G))の脇への写像として正値であることと，蚕から定義

されるG上の行列値関数が正定値であることが同値であることが示される．さらにこ

の条件は，乗関数写像M<恥を成分にもつn次行列がM．”（レN（G））上の完全正値行列を与

えることと同値であることが示される．このことと成分が線形汎関数の部分行列の場

合のcompletionの結果を用いることにより，補う写像を乗関数写像に制限した場合に乗

関数写像を成分にもつ9‐部分行列¢がCP completionをもつことと，対応するB(G)の元

を成分にもつ多‐部分行列がpositive completionをもっことが同値であることがわかる．さ

らに群の従順性等の条件の下で，¢が乗関数写像に制限した場合にCP completionをもつ

ことと，VN(G)上の一般の完全有界写像によるCP completionをもつことが同値であるこ

とが示される．



学位論文審査の要旨

学 位 論 文 題 名

Completely positive completion of partial matrices

   whose entries are completely bounded maps

（完全有界写像を成分にもつ部分行列の完全正補完）

  部分行列とは確定した成分と未定の成分とを持つ行列である。部分行列の補完問題

は、この未定の成分を補い、与えられた条件を満たす行列を構成できるかどうかを扱

う。この問題は、成分がスカラーあるいはヒルベルト空間上の有界線形作用素の場合

に正値性及び縮小性等の条件を中心に研究されてきた。

  本論文で申請者は、C’代数4からヒルベルト‘空間襾上の有界線形作用素の全体

B(H)への完全有界写像を成分にもつ有限グラフ9から定義される¢―部分行列を対象と

し て 、 こ れ が 完 全 正 値 補完 をも っ ため の 条件 に つい て 研究 して い る。

  ．ここで9は各頂点にループを持つ位数nの無向グラフであり、9‐部分行列とは9の

辺に対応する箇所に確定成分が与えられたものである。¢‐部分行列の完全正値補完と

は、未定のところを補って、各成分ごとの対応によりMn（川からM・”（B（H））への写像を

定義し、その写像を完全正値写像にしようとするものである。

  完全有界写像を威分にもつ¢．部分行列の確定成分からえられるどの主小行列も完全

正値写像であるとき、この9‐部分行列は多‐部分完全正値行列とよばれる。申請者は、

    ́

グラフ¢に対して、そ´のすべての9‐部分完全正値行列が完全正値補完をもつ必要かっ

十分条件は9かchordalグラフ、すなわちどの最短サイクルも長さ3であることである
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ことを証明した。この¢に対する条件自身は、スカラ―または有界線形作用素を成分

にもつ部分行列の正値補完に関しての場合と同一であるのは興味あるところである

が、申請者は完全正値写像に関するStinespringの表現定理を媒介として、Grone等の確

定成分が行列の場合の正値補完の結果に帰着することにより達成している。

  この結果から、個々の9‐部分完全正値行列の完全正値補完可能性の検証は9がchorQd

でない場合のみが対象となる。正値補完に関しては、Pamsen等は行列を確定成分にも

つ多‐部分行列を行列環のある部分空間の上のS出ur積型写像とみなし、写像としての観

点から補完の問題を扱っている。申請者は、完全有界写像の特殊な場合である有界線

形 汎 関 数 を 成 分 と す る 部 分 行 列 の 完 全 正 値 補 完 を 追 求 し て い る 。

  まず申請者は、成分が有界線形汎関数であるn次行列がMふ（川からn次複素行列空

間M・nへの写像として正値であれば必然的に完全正値写像となるという基本的な事実

を 確 立 し て 、 完 全 正 値 補 完 の 問 題 を 正 値 補 完 の 問 題 に 帰 着 さ せ た 。

  グラフ¢に対しAム（りの単位元を含む自己共役な部分空間5¢（メ）が9から標準的に定

義される。また9‐部分行列亜に対し昆（qの弧への写像Aうが各成分ごとの対応によ

り自然に定義される。このとき¢が正値補完をもっための必要十分条件は写像Aうが正

値なことであることを、示した。これ等はC゙ 代数の部分空間上の正の汎関数に関する

Krdnの拡張定理を用いて達成された。

  申請者は、この結果を局所ヨンパクト群Gの群vonNeumann代数レN（G）上の特別な完

全有界写像に応用した。すなわちGのフーリエ代数の完全有界乗関数ヤから誘導され

るレN（G）上の乗関数写像Mザを成分にもつ9－部分行列が完全正値補完をもっための条

件を求めた。まず各成分はGのユニタリ―表現の係数関数のなす空間B（G）の元とみな

すことができることを示した。次にB（G）を群C゙ 代数C゙ （G）の双対空間と同一視して、

M″ （ C． （ G） ） か ら M・ nへ の 写 像 の 正 値 性 の 問 題 に 帰 着 さ せ た 。

  さらに申請者は、群に従順性（amenabiuty）があるときは、乗関数写像に制限して完全

正値補完をもっことと、レN（G）上の一般の完全有界写像による完全正値補完をもっこ

とが同値であることも示した。

  以上申請者の研究は、部分行列の補完の問題に新しい重要な寄与をなすもので、博

士（理学）の学位を得るにふさわしいものである。


