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（境界を伴ったNavier―Stokes流の粘性消滅極限の例）

学 位論文内容の要旨

  丑¨の領域Qにおける粘性係数レ冫0の非圧縮性粘性流体の方程式(NS）および，非圧縮性完全流体の方

程式(EE)は，次で与えられる：

    ザ - uAu' + uv . ¥7ザ + ¥7p' =  f' in fl x (O,T)
                            div“″ = 0 inQ x (0, T),
(NS)
    u″ = 0 0n Ofl x (O,T)
    uv = u3 in fl x {t = 0}.

（EE’t u+-u.¥7u+¥7p = f inQ x (O,T),

div u= 0 inQ x (0, T),

   u - n = 0 0n 8C7. x (O,T)

   u= uo inQ x {t = 0}.

ただしり（エIめ： t(Vl，也’…，りー）に対し△りの第七成分＝Ec Oj)2Vkであり）り．▽りの第た成分＝Eり・らV

    j=l  J‘1

である．なお，みはりにっいての偏微分である．

  （NS）の速度ベクトルザ（g，モ））圧力〆（¢】めおよび，（EE）の速度ペクトル可（£Iモ），圧力一p（2）t）が未知関数

である．また′″（z，t））uぢ（z），7（¢，t））弼（z）はそれぞれの与えられたデータである．なおn〓n（2）は，〇Qの

外向き単位法線ベクトルである．

  （NS）の方程式から（EE）の方程式は，形式的にレ→0とすることにより得られる．しかし境界条件の違い

により，それが解の収束，l・e．ザ→可譌レ→0，に反映されるわけではない．この解の収束にっいて調べるの

が，粘性消滅極限（zeroviscositylimit）の問題である．なお，ここでは圧力関数の収束は取り扱わない．

  流体力学では）粘性係数の小さい（Reynolds数の大きい）流体と完全流体の関係は）次の様に理解されてい

るようである．境界から十分に離れた領域（外部領域と言おう）は，枯性の影響のない領域であり流体の運動は

（EE）の方程式により記述される，境界から〇（屮）鷂レ→0程度の距離の部分，l．e．境界層，においてI粘性

は流体の運動に影響を与える．この境界層から遷移居を経て外部領域へと流体は移り変わる．しかし（NS）と

（EE）の境界条件の違いから，流体の速度ベクトルは境界上の0という値から急激な変化を伴い，外部領域の



速度ペクトルへと変化して行くことになる．ゆえに全体の流体の中で，境界層は無視し得ない領域となる．こ

れが，粘性の小さい流体の解析を困難にしているわけである．なお，この境界層がzero viscosity limitの数学

的な取り扱いをも、同様に困難なものとしてヽ、る，

  さてzero wscosity limitの数学による解析であるがIそのほとんどがQ＝丑“のときに限られるf参考文献

［1，5）718，14，17]).Qの境界が空でないときは，Aano，K（参考文献[2l)がある．これは丑“の半空間で(NS)

と(EE)の解が解析的であるときを取り扱っている．しかしその議論は，Qが有界なときには応用が出来ない

と思われる，本論文の目的倣I広範なクラスのデータに対してzero viscosity limitを満たす解を与えることに

ある．

  本論文の例を述べよう．本論文では境界層を考慮に入れて，zero vlscosity limitを工2（Q）の中で取り扱った．

この工2（Q）の中では，次の定理（本論文Theorem3の一部）が成立する．

室墾 皇   Qを滑ら かな境 界を持つ 2次元有 界領域 とし， 丁冫0と する． レ→0の ときu5→ 弼in工2（ Q）I

尸→ア in工1（01T；工2（Q））が成立しているとする．このとき，次の命題（a）I（b）は同値である．

    （ a） IIザ （ t）  - u(t)ll→ 0as″ → 0  uniformly (pointwisely) intE［ 01司 ，

    t

    (b)lin1レ  ，帆百（丁）．（nxrotu″（丁））dSd丁＝0unif（｝rHdy（pointwisely）intE［0，司，

  ただし，｜I．lIは工2（Q）のノルムIおはaQの面素であり，ベクトルル〓（り1’り2）とスカラ－gに対して

rotり＝み吻―みり1，りxg゚ t（晩g’一1g）である．

  以後I定理Aの（a）を満たす解を構成する為にQ〓｛2〓（¢1，22）；lxl＝/覇了面く1｝とし，外カは

ァ″-0，′ =0とする．最初に，(EE)の定常解から構成する．

    iか掣ハ‐（。）

とおく，ただし，n亠（¢）：t（ー¢2’Xl）であり｜境界上では単位接ベクトルである．またr＝IX｜とした．任意の

瓦もE C([O，1])に対してワ（r）＝Jor pc7'o(P) dpとおくと▽F＝―jOr (P2(S)．3－3dsとして，（瓦めは(EE)の定常

解 を 与 え る ． な お ， こ れ は Mada， A（ 参 考 文 献 ［ 12］ ） に よ っ て 構 成 さ れ た 解 で あ る ．

  （NS）の解もまた

    以釧）：讐塑n▽〆＝―Z′げり冖s一3ds

の形に構成する．このとき，pの適当な滑らかさの仮定のもとに

    u″―△ u″十u″ ，▽u″ 十▽p″ 〓（ヤ 冫一レ ヤふ十き pジ）． n亠，divu″＝0for0くrく1）t冫0

である．故に初期条件u5（め：掣．n上にたいし，ヤ″＝ゲ（nt）が

    ’ふ十争珱〓O for（r，t）E（0，1）x（01T），

    （E）t噐lr=o三cP'Ir=i鮒E（O,T),kpo for矧。’1），

を満たせば，（ザ，pl')は(NS)の解である．ただしゲの下付きの文字は，その文字にっいての偏微分である，(E)

の解の存在にっいては，次の定理（本論文Theorem1）を得た．

定理B  あ る0くaく1に対 して瑞E C2+。([0，1])が，r＝0での整合条件cpo(0)＝み端（0）〓0を満たす

と す る ． こ の と き (E)の 解 ヤ ″ EC2， 1(Q)が 一 意 的 に 存 在 し て ， 次 を 満 た す ．

p″（O,t) = 0   for O≦ t < oo,    lcp'(r,モ）l〈―  sup lcp:l   in Q

                                                                                                                             r E[O,1]



  ただし，Q＝｛（nめE［0，1]x［0）oo）；（nめ≠（110）｝IC2十。は2十ぱ次Holder空間，C2，1はzにっいて2階

偏微分可能、モにっいて1階偏微分可能な関数の空間である．

  ここで構成した(NS)の初期条件はI境界上で整合条件ヤ″（1）〓0を満たさない，それ故に7境界ではt-0

のとき不連続である（初期層）．

  以上構成された解を使って．zero vlscosity limit in工2（Q）の例を与えよう．(NS)の初期条件においてI

    r

    端(r)―pU5（p）め

としよう．なお，rotu5＝凵ぎ（r）となる．このとき，次が成立する（本論文Theorem2）

圭室堡(EE)の定常解の渦をrot百：ooEc([o，1])とし，次を仮定する．（1）u5→弼in工2（Q）asレ→O

(2) II蝣 IIL2(0， 1） ≦ Muniformly inレ 冫 O． こ の と き ， 任 意 の T冫 0に 対 し て

    sup lIゲG)--ull→Oas〃→0

    tE[O，司

となる．

  この主定理は】定理Aの(b)を示すことにより証明される，(E)のレ-1のときの解をサ＝ゆ（rIZ）とおこ

う．ただし，初期条件はIplt=o二ニ端とする．すると定理Bの解の一意性より，ゲ(r，め＝サ（nW）である．故に

rotゲ （ z， め ニ ニ ヤ ； （ rIt） /r〓 仏 （ r， ut)/rで あ る ． 定 理 Aの 条 件 (b)に お い て

  ″ Z‘ Lロ 川 nXrmヤ ） ） 刪 … L‘ 工 。 頭 1） や ¢ ，（ VT） ）dSdT＝ AZ̈ ゆrく 1’ T） 虻（ ＊ ） ．

ただし）A-一2頁ロpc70(P) dpである，ここで，次の補題を使う．

塑ゆァ（1）t）はO<t<Tにおいて）次を満たす，

    I J,'也（い）d'rl≦2Z’Iサ（い）―サ（町）1む＋2suptE[OI婀）―サ（山）tれ

    fE【0，T］

ただし．Cはレに無関係な正定数である．

  故に、

    （＊）≦2/0″’Iゆ（1，r）－ゆ（0，r）ldr十2Z’。！u［0鳥Iサ（n沈）－ゆ（r，o）ldr＝轟十ら．

  定理BよりsupIゆ（r，t）I＜―suplヤ引≦GII凵5｜1ロ（011）≦GAイを得るのでj仮定（2）よりん→0asレ→0

    rE［0，11

uniformlyinえE［0）司．またゅの連続性よりIsup0くtくTI砂（r’沈）－サ（r，0）I→0asレ→0pointwiselyin

rE［0，1）．さらに，定理Bよりsup0くtくTIサ（r，沈）ーゆ（r，0）I＜―CIIUぎJIp（0，1）≦CMである．故に）Lebesgueの

収束定理によりら→0asリ→0umformlyinモE［0，司．以上から）定理Aの（b）が示された．証明終わり．

Remark  ヤ″の初期条件ヤgがr〓11i.e.  Ofl,での整合条件ヤg（1）〓0を満たすとする，このときlwgl≦レ―c

forl - y2eくrく1 withどく1であっても

を満たす

uv -+ u  in C(K)   for compactset K c Q
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    粘性流体の運動の方程式が完成したのは、前世紀の前半にNavier，Poisson，Saint-Venant

及びStokes達の研究によって完成され、現在Navier-Stokes方程式と呼ばれる形に確立さ

れ ている。また、粘性の極めて小さい時の粘性流体に対し、“境界層”が認識された

の は 、 1905年 の Plandtlの 論 文 に 始 ま る 。 こ の 境 界 眉 の 数 学 的 取 り 扱 い で あ る

が、（1） Navier-Stokes方程式の近似方程式であるPlandtl境界層方程式を解析する、(2)

Navier―Stokes方程式の解→Euler方程式の解（完全流体）as枯性係数→0(zero viscosity limit)

を 何 ら か の ノ ルムで 証明 する 、この ふた っが ある 。なお 、申 請者 の参 考論文 の2．

及び3．もそれに当たる。しかし、領域の境界が空でない場合、Navier－Stokes方程式、

Euler方程 式の 解の存 在に 対す る研 究に比 べ、 粘性 流体 の構造 を研究する(2)のアプ

ロ―チでは、公表された結果は何もなかったのが現状である。

    申請者は本研究によって、zero vlscosity limitをL2ノルムで実現するNavier―Stokes fiowと

Euler fiowを 、次の 様に 構成 した。 流体 の存 在す る領域 を、 2次 元単 位円 盤と し、

Navier-Stokes fiow及びEuler fiowの初期値をradially symmetric vorticityを持っものとする。この

とき、Euler flowは必然的に定常解になる(Majda，A．）。Navier-Stokes丑owの存在を示すた

めには、そのvorticityもまた初期条件と同様にradia11ysymmetdcvorticityを持っとして、

    一14一



Navier-Stokes方 程 式 を 原 点 で 特 異 性 を 持 つ 流 線 の 方 程 式 に な お し 、 そ の 存 在 を 示

した。なお、この場合vorticityの方程式から解の存在を示すのが一般的であるが、

vorticityの境界条件が非線型になり、解の存在を示すのに困難を伴う。そこで流線の

方程式を採用するのが、解の存在を示す為のpointである。ただし、Na‘vler－Stokes fiowの

初期条件が境界層を伴う場合も許容するために、必ずしも“初期条件の接線成分

-0”は仮定しない。それ故に、構成されたNavier－Stokes fiowは初期境界において連続

とは限らない。解の存在は、微分の評価と放物型方程式に対するSchauder評価の組

合せによりなされる。しかし、方程式が原点で特異性を持つことと、初期条件が

境界で接合条件を満たさないと言うことにより、技術的困難があった。  本論文で

は、構成したNavier-Stokes fiowに対してzero vlscosity limitをL2ノルムで実現するために、

その必要十分条件を境界上だけの条件で与えた。これにより、zero vlscosity limitは流

線の境界上の挙動の条件に害きなおされる。この条件は初期条件のエンタルピー

が、粘性に対して一様有界であれば満たされる。これも、流線の方程式を直接解

析することにより、証明されている。このことにより、zero vlscosity limit in L2が実現さ

れたことになる。  本研究から、境界層はぴノルム（エネルギーレベル）では、積

分することによルキャンセルされる事が解る。これはすべてのNavier―Stokes fiowに対

して成立する事を示した訳ではない。しかし、境界層の構造を直接調べると言う

ことに対して、何も手がかりがなかった状況に対し、L2ノルムの“粘性→0”のとき

の漸近挙動を調べるという新しい問題を与えたことにもなる。  以上、申請者は

粘性流体の境界屠構造の数学的研究に対して著しい寄与をなした。  審査員一同

は申 請 者が 博 士（ 理 学） の学 位 を受 け るに 十 分な 資 格が あるものと認 める。
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