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学位論文内容の要旨

フォンノイマン環の理論は近年めざましい発展をとげた。古くは、von Neumannによる因子

環のIっII1っIIooっIII型への分類があり、最近では、A．Connesらによる、近似的有限次元因子

環の完全な分類がある。（これによって、III型はさらにIIIA型へと細分されることになる。）

さらに、1983年のV.F. Jonesによる指数理論に始まって、研究の中心は、2個のフォンノイ

マン環の包含関係NくMに移っていった。本論文は、この延長線上ともいうべき、以下の

図式で示される包含関係をもった4個のフォンノイマン環を研究の対象とする。

Qく K
U  U
Sく R

ただし、Sの単位元はKっQっRの単位元であるとし、QっRのあいだには包含関係はないもの

とする。フォンノイマン環Kが有限なトレースTをもち、Eぎ，E奮，E多をそれぞれQっR，S

の上へのTを保存する条件付き期待値とするとき、っぎのような特別の状況が起こり得る：

Eぎ碯=E〓硲〓Eダ．

このとき、うえの図式（＊）は、可換である（commuting squareである）とぃわれ、とくに、

QCl R=Sが成り立つ。さらにS-Cの場合にはQっRは直交しているとぃわれる。このば

あいは、確率論における、げ一集合体の独立性の条件に対応する。可換性の概念に対して「余可

換（co-commuting square)」の概念も導入される（この場合には、QVR=Kが成り立つ）。

QVR=KっQnR=Sでしかも可換でも余可換でもない図式はぃくらでも存在する．。（これ

は 、 た と え ば 、 退 化し た 図 式 と の テ ンソ ル 積 を と る こ とで 得 ら れ る 。 ）

  この図式の概念は部分因子環の理論のなかで、重要な役割を演じている。特に、部分因子

環の分類や構成、相対エントロピー、部分因子環の間の角度、因子環上のparagroupの作用、

部分因子環の深さ（depth）などとの関係で議論される。



  本論文は、主に図式（＊）にあらわれるフォンノイマン環がII1型因子環である場合を取り

扱う。これは、S． Popa，T．Sano，Y. Watatani，Y. Kawahigashiなどによっても論じられた

場合である。結果は、2種類に大別される。ひとっは、II1型因子環からなる図式（＊）が可換

（または余可換）になるための十分条件、他のひとっは、可換（または余可換）な図式からえ

られる結論についてである。

  第1章では、部分因子環の理論で知られている事柄を説明し、本論文で使用される記号を

導入しておく。原則として、証明は与えない。

  V.F. Jonesは、II1型因子環SくQに対して指数［Q：司を導入し、この取り得る値が

t4 COS2 7r/Tz：n-3，4，…｝U［4，oo］であることを示した。その後、A．OcneanuやS．Popaな

どによってこの包含関係SくQは深く研究され、指数が4以下で因子環が近似的有限次元の

場合には、この包含関係が完全に分類された。この研究の途上でS． Popaによって導入され

たのが、図式の概念である。

  第2章では、図式が可換になるための十分条件を論ずる。ある種の包含関係SくQに対

して、［K：司くoo，Ś nK一CとなるようなII1型因子環の図式（＊）が、驚くべきことに自

動的に可換になる。この種の結果をぃくっか与える。

  定理。lIl型因子環の図式（＊）において、Ś nK:C，[K：翻くooを仮定する。もし、素

数 nに 対 し て [Q： 司 ＝ 4cos2 7r/TI,な ら ば 、 図 式 （ ＊ ） は 可 換で あ る 。

  これは、この方面の結果においてnの素数性を用いた初めての結果である。この背後には

代数的数論との関連が存在するものと思われる。

  定理。II1型因子環の図式（＊）において、ザnA一C，［K：司くooを仮定する。もし、

包含関係SくQの2次相対交換子が2次元で、［Q：S】＞［R：司ならば、図式（＊）は可換で

ある。

  証明においてA． Ocneanuのフーリエ変換の理論を用いるが、技術的に肝要な点は、畳込

みEぎ＊E蚤が射影演算子のスカラー倍になることである。このことより、ふたつの部分因子

環 が「 直 交 」 す る のは、 ある 場合に はそ れほど 特殊 でない こと が分か る。

  図式の余可換性は別の図式の可換性と同値なので、上述の結果は余可換の場合にも翻訳す

ることができる。

  第3章では、図式の可換性の必要条件について論ずる。非可換な状況でのエントロピーは

近年いろいろと論じられているが、A． ConnesとE．Stfirmerは有限フォンノイマン環己の自

己同型写像に対して、エントロピーの概念を導入するとともに、工の有限次元部分代数AI、N

に対して、相対エントロピーH(MIN)を定義した。これは、確率論における同様の概念を拡

張するものである。のち、M. PimsnerとS．Popaは、II1型因子環NくAIに対して、相対



エントロピーH (.iUIN）と指数［M：N］とを関係づけた。これは、さらに、一般のフォンノイ

マン環の場合にまで拡張されている。

  定理。図式（＊）が可換であるならば、

H(QIR) = H(QIQ ri R)

これは、可換なばあいに制限しても知られていなかった結果を与えるものである。

定理。II1型因子環の図式（＊）が余可換で、SくQがe;rtremeならば、

H(QIR) = H(Q V RIR)

  さらに、上述のふたつの定理における等式が可換性（余可換性）と同値であるような例を

与える。このことは、エントロピーの等式が可換性（余可換性）のための必要かつ十分条件

である可能性を示していると思われる。

  定理。II1型因子環の図式（＊）が可換でかつ余可換である場合、ScQ，QくKの深さが

有限ならば、SくKの深さも有限である。また、このとき、H（パIQ)＝H(RIS)がなりたつ。

  これは、知られていた結果のある種の逆で、可換、余可換の条件なしには成り立たない結

果である。包含関係SくKに対して、その深さが有限とぃう条件は、少なくとも近似的有限

次元の場合には、その分類を可能にするものである。



学位論文審査の要旨

（九州大学大学院数理学研究科）

学 位 論 文 題 名

On commutativity of diagrams of type nl factors

（nl型因子環の図式の可換性について）

本論文は、作用素環論における部分因子環の指数理論において導入された“commuting

square”とぃう概念を、nl型因子環の場合に研究したものである。とくに、commuting square

を得るための十分条件をいくっか求め、その場合に、部分因子環に対する不変量である

深 さ (depth)や 部 分 因 子 環 相 互 の 相 対 エ ン ト ロ ピ ー に お け る 関 係 式 を 導 い た 。

    ヒルペルト空間上の有界線形作用素から作られた＊環で、弱位相で閉じているものを

フオンノイマン環とぃう。さらに中心がスカラーしかないものを因子環とぃう。因子環は、

その中の 射影元のな す束の構造 により、I型、II1型、IIoo型、III型に分類される。

    1983年、V. JonesはII1型因子環Mとその部 分因子環Nに対して、その「大きさの

比」として指数【M:N】を導入し、その基本的性質を明らかにした。この指数理論は、そ

の後、結び目の理論、可解格子模型、量子群、低次元トポロジー、共形場理論などの多く

の他の分野に影響をあたえ、III型の場合にも拡張されている。Jonesが先ず明らかにした

ことは、指数の取り得る値が、{4 COS27r/n;n＝3，4，5‥．）U［4，oo］であるということである。

このことで、部分因子環〃のMへの入り方（包含関係）に離散的構造の潜んでいること

が明らかとなり、その後この包含関係は深く解析された。特に、OcneanuやPopaらによっ

て、指数 が4以 下で、因子 環がAFDとぃわれるものの場合には、この包含関係の分類が

完全になされた。これらの研究過程で“commuting square”とぃう概念が導入され、その重

要性が認識された。
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本論文では、4個のII1型因子環K，工，M，Nにっぎの包含関係

    Nく工

    U  U

    KcM

のある場合を考える。（ただし、Kの単位元は工，M，Nの単位元でもあり、M，〃の間に

包含関係はないとする。）この図式が可換である（commuting squareである）とは、工から

K，M，Nへの自然な条件付き期待値EK，EM，ENに対して、関係式EN EMー－EMEN＝EKが

成り立っことである（従ってとくにK：MnNが成り立つ）。また一種の双対性によって

余可換（co-commuting square)の概念も導入されている。申請者は多くの結果を得たが、主

要なものは次の三種に分類できる。

1）この図式が自動的に可換になるための興味深い十分条件をいくっか求めた（定理

2.2.2、定理2.3．4、系2．3．5）。

2）この図式が可換かつ余可換である場合に、KくM，Mくエが深さ有限ならぱ、Kくエ

も深さ有限になり、さらにその深さに対する上からの評価式を得た（定理3．4．4）。

3）この図式に対して条件をつけることで、相対エントロピーロ(M IN）を求める公式を

えた（定理3.1.1、定理3．1．3）。

イ）この図式が可換であるとき、ロ(M IN）＝ロ(MIM (1N）。ただしこのときはK，工，M，Nは

一般のフオンノイマン環でよい。

ロ ） この 図式 が 余可 換 で、 KcMがextr emalの とき 、 H(M IN）=H(MVNI〃） °

    以上のなかで、（1）はOcneanuのフーリエ変換の理論をきわめて巧みに用いること

によって得られた。（この理論はぃまだにその全容が発表されていないもので、申請者が

独自にその証明をっけ、それを道具として使いこなした。）特に指数[N： K]＝4cos2 7r/r7,に

おける竹が素数という性質を用いて可換性を導きだしたのは注目に値する。（2）は、可

換かつ余可換とぃう条件なしには成り立たないものであり、この条件のもとで、既知の

「Kくエが深さ有限ならぱKくM，MC工も深さ有限である」とぃう結果の逆を示したこ

とは高く評価できる。（3）でIよ、可換とか余可換とかいう条件をつけることで、一般に

は成立しない等式を示した。特に、（イ）は、K，工，M，〃が可換の．場合でも認識されてい

なかったもので、注目に値する。（この場合には、「可換」の概念は確率論の「独立」の概

念に相当し、相対エントロピーなどの概念はよく知られている。）

  以上、申請者は、II1型因子環の図形の可換性について考察し、多くの十分条件・必要

条件を得ることによって、そのような図形に対する理解を深めた。審査員一同は、これら

の成果などにより、申請者が博士（理学）の学位を受けるに十分な資格があるものと認定

した。
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