
博 士 （理 学 ）渡 辺文 彦

    学位論文題名

Solutions of the fifth Painlev6 equation  I

（パンルベ第五方程式の解についてI）

学位論文内容の要旨

  パンルベ方程式とは、動く分岐点をもたない2階の代数的常微分方程式を分類す

る際にあらわれた、6本の方程式の総称である。これらは1900年前後フランスの

数学者パンルベとガムビェによって発見されたが、その当時からの最大の懸案のひと

っとして、これらの方程式で定義される一般解が線型常微分方程式または1階代数

的常微分方程式の解に還元され得ぬか否かとぃう問題（パンルベ方程式の還元不可能

性問題）がある。この問題は数学的定式化の困難さのゆえ長期間放置されていたが、

1980年代後半、西岡啓二氏と梅村浩氏とにより、パンルベ第一方程式の場合には

この問題は肯定的に解決された。筆者は残り5本の方程式についてこの問題に取組

み、その結果、梅村氏との共同研究も含め、全ての方程式について問題が肯定的に解

決されることを1992年見出した。本論文ではパンルベ第五方程式の場合の上述

の問題の解を与え、副産物としてこの方程式のもつ超越古典解を全て決定するf定理

1）。なお、本論文において展開された数学的技法は、他のバンルベ方程式にも適用

できることから、一般的な技法であるとぃえる。

  バンルベ第五方程式は実質的には次で与えられる。

S（v）

t嵳ニ2q2p珊地゜咄巾- V2 - V3十り4）gV2圸

t害＝_2qp2十ハ啣川川ー冖り3十川p十（ーVlt

こ こでv＝（ Vl，V2，V3’弧 ）はC4のべク トルでVl十 V2十珊十V4 -0をみたすもの

で あ る 。レ を Vl十 V2十 V3十弧 ” 0で 定義 さ れ るC4の超 平 面 とす ると き、レの ア

フイン変換s0，Sl，S2，S3をSO（V）＝（V1，り4十1，V3’り2－1）’Sl(V)＝(V2，り1，V3’り4），

s2（v）〓（V3’v2’Vl，V4）っs3（v）＝（り1，V’V4，V3）で定義する。これらの変換で生成され

る レ の 部 分 ア フ イ ン 変 換 群 を Hと す る と 、 S(v)の 解 の双 有 理変 換 群 H， で群 H

に準同型なものが構成される。レの部分集合rを次の条件で定義する。

    (i）gt(V2 - Vl）≧0；



(ii)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

sR(vi - V3）≧0；

溌（V3 - V4）＞－0；

號（V4 - V2十1）≧0；

g（V2 - Vl）≧0if ~(V2 -り1）〓0；

g（vl - V3）＞－0if W(vi - V3)＝0；

g（V3 -り4）＞―0if gt(V3ーV4）-0；

g（V4 - V2）＞－0if 82(V4 - V2十1）-0．

ここで駝（り）、S（り）Iよ複素数りの実部と虚部である。以上からvErに対するS(v)

の解 の決定を おこなえば 、vEレに対 するS（v） の解が全て決定されることがわか

る。本論文における主要定理は次のとおりである。

定理1．（i）ベクトルVl二＝ニ(Vl，V2，V3，V4)EレはVl二ニV3をみたすとする。このと

き、リッカチ方程式

(1) ‘塞も゜も¨ -mV2 -
の解gに対して、（0，g）はS(vi）の古典解である。

(ii)ベクトルV2ニニニ(Vl，V2，V3，弧）EレはV1二ニV2をみたすとする。このとき、リッ

カチ方程式

(2) t害ザ恤巾- V4）p＋（り…げ

の解pに対して、（p，0）はS(v2）の古典解である。

(iii)ベクトルV3二二ニ(Vl，り2っV3、V4）EレはV3 - V4をみたすとする。このとき、リッ

カチ方程式

(3) t害＝イ啣小- V1）p十くーVlt

の解pに対して、（p、1） はS(V3）の古典解である。

(iv)ベクトルV4 -（り1，V2っV3っV4)EレはV2ニニニV4十1をみたすとする。このとき、

リッカチ方程式

t嵳一g2十叶h一一1）g帆圸

の解gに 対して、 （－t，g） はS(V4）の古 典解であ る。

(v)vEFに対し て、（pっg）はS(v)の超越解であって上の(i)－(iv)とはことなるも

のとす る。この とき、pも qも古典的 ではない 。

  (i)から(iv)までは容易に知り得るが、(v)の証明が難しく本論文の主眼である。

このた めには、S(v)に対して梅村氏によって導入された条件(J)とよばれるものを
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識 ふ か 島 嬾 漬 サ び o 瓮 へ O （ ご 再 辞 露 め 丼 汁 禽 ′ K [ p ゛ q ] 再 竃 亅 二 3 蝋 齟

宍 F g ］ 亅 二 3 鵞 め 寄 湎 瓣 k （ v 冫 幣 好 d 卅 燃 叫 い 。

X ( v ) t 十 { 2 q 2 p  -  2 q p 十

舛 類 阿 叫 い 。

-  t q ( v i  -  V 2  -  V 3 十 V 4 ) q V 2 ・ …  8 8 q

十 ｛ I 2 q p 2 十 p 2 1 2 t p q 十 t p I （ S I S I V 3 十 V 4 ) p 十 ( V 3

n 3 阿 叫 ´ X ( v ) 渋 齢 f t F  ( J ) 幣 ジ ′ こ 叫 階 5 d n 冖 帶 泣 イ S 酔 羃 み 阿 か 。

南 舜 3 辞 露 j 丼 汁 K / C ( t ) 丙 茸 し - C ´ K [ p ヾ 邑

d  X  ( v ) l n ト 帯 い ず c 再 耕 滸

！ … 跏

3 皿 澄 d 帶 ぢ 概 齟 ふ 丶 N 丿 レ I

m 鬮 ｝ 3 鮹 霊 ガ 紡 E d 沖 ず 嚇 斟 S 帯 3 暑 よ 薄 3 令 醐 d 尠 い 。

齢 齟 吋 ． X （ v ） 渋 瀞 イ キ （ J 冫 幣 や ′ こ 眦 幣 S h d

い 冖 南 甜 叫 か 。 n S 阿 恥 滞 冲 購 欝 0 ’ 6 ， ぷ 』

幣 や ′ こ 叫 。

a 十 や 十 z 十 い ツ 1

S ） ざ ） V 4 ) m V 強 サ

V l )  +  b ( v 2  -  V 4  -  1 )  -  O

忸 斌 ふ 丶 N 丿 レ （ 丶 ） 渋 竃 （ V ） d 爿 対 d サ か ず S 阿 叫 い 。 卩 3 阿 叫 ´ サ ぃ G c  K [ p 〕 g ］

浩 甜 瀞 「 ぺ

強 讃 ザ ぎ ぃ 。 嚇 舛 （ 7 ） 幣 蛍 ス い ′ こ ざ お

抵 温 舛 . y p i q j

ず ぎ か 。 嚇 冲

斌 爍 龕 囲 叫 い

濫 r べ 脚 眦 丸

t - 0  c 斟 露 譲

t m 竃 ） 3 脚 や 幣 ： 冖 叫 い 伊 3 阿 h

帶 n ぎ ゃ 3 斟 露 轟 硲 丙 澀 r ペ レ 沖 嵐

硲 幣 E ぎ か 。 小 ぎ 再 ´

阿 叫 い ず 3 阿

。 み 謝 薄 め 滴

阿 竹 〈 。 卅 ′ こ ´ や 再 阿 鱶 肄 ′ え 『 J ン 『 ゛ 丶 再 竃 c 乱 阿 叫 い 。

d 小 ぎ A ぎ 虹 ト

厂 べ 斟 露 甜 薄 蝋

斟 繭 肄 幣 滴

繭 ざ べ 卿

竍 躍 轟 硲 丙



補題3．（i）合同式
(8）  XlA三（R′q十A′)pAmodgた

を考える。すべての整数；（1≦fくk）に対して入′-d十2l－2≠0ならば、A三O

mod qkである。

(ii)合同式

(9) AiA-（Ḱ g十Á )pAmod（gー1）た

を考える。すべての整数；（1＜－f≦た）に対してd十〆十A′- 2l十2≠0ならば、

A三0 mod（g－1）たである。

(iii)合同式

(10) X{A' - (n'p + )u.')q.4'   mod pk

を考える。すべての整数f（1≦f≦七）に対してt―1ṕ -d十2；－2≠0ならば、

A′三0  mod pkである。

(iv)合同式

(11) _Y{A′ミ（N′p十p′)g‘4́ mod（p十t）た

を考える。すべての整数f（1≦f＜－た）に対してd-Ŕ 十t－1,1′―2l十2≠0ならば、

A′三0 mod（p十t）たである。

  定理1の証明を完結させるためには、命題2のほかに、v crに対するS(v)の

超越古典解を全て決定することが必要である。このためには、ズ（v） (vEr）で不変

なK[p，q］の単項イデアルを決定すれば十分であるが、このことは補題3により容易

に知り得る。

  以上の手続きを経て定理1が証明される。

－73－‘



学位論文審査の要旨

主査  教授  山口佳三
副査  教授  諏訪立雄
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    学位論文題名

Solutions of the fifth Painlev6 equation  I

（パンルベ第五方程式の解についてI）

    微分方程式、特に常微分方程式が与えらた時、それがどのような特殊関数を用

いて求積できるかということは、古来、関心を持たれてきた問題である。しかし、

求積できる微分方程式は数少ない。そこで、微分方程式で定義された新しい特殊関

数を探し出して、求積できる微分方程式の範疇を少しでも広げようという努カがな

されてきた。パンルベ方程式は、こうした努カの中で発見された、動く分岐点を持

たない2階の代数的常微分方程式である。フランスの数学者パンルべとガムビェに

よって、6つの型に分類されている。発見の当時から、これらの方程式で定義され

る一般解が線形常微分方程式または1階代数的常微分方程式の解に還元され得るか

どうかの問題、すなわち、パンルベ方程式の一般解が、新しい特殊関数であるか否

かが問われてきた。本研究で、申請者はこの問題に決定的な寄与を行った。

    この既約性（還元不可能性）の問題は、歴史的には、パンルベ自身の研究の後、

数学的定式化の困難さのゆえに長期間放置されていたが、1980年代後半に、西

岡啓二氏と梅村浩氏によって、パンルベ第一方程式の場合に、初めて既約性が証明

された。この過程で、問題が（常）微分体の拡大の問題として定式化され、還元可

能性が、有理関数体C (t)から出発して、適当な代数群GによるG原始拡大に入る

ことによって判定されることとなった。さらに、既約性の判定には、本来2階のパ

ンルベ方程式を1階のハミルトン系に書くことによって、方程式が定める1階の微

分作用素Xの作用のもとで不変な単項イデアルを持つC (t)の拡大体の非存在を示



せばよいことが明らかにされた。

    申請者は、まず、参考論文に於いて、梅村浩氏と共同で、第二方程式に対してこ

のようなX不変単項イデアルが存在する場合の条件を求める方法を開発した。この

議論に於いて、第一方程式の場合との決定的な相違点は、方程式に現れるパラメー

ターの存在である。第一方程式の場合には、直接的にX不変な単項イデアルの非存

在を示せたが、この場合には、単項イデアルそのものは存在することが考えられ、

この時の必要条件を、パラメーターの束縛条件として求める必要があった。本研究

で、申請者は、参考論文で開発した方法を用いて、第五方程式の解の性質を調べた。

第五方程式の場合には、本質的なパラメ一夕ーの個数が3個に増え、上記の単項イ

デアルが存在し得るパラメーターの束縛条件を求める問題は、飛躍的に困難さを増

したが、申請者は、これを克服して、この束縛条件を求め、第五方程式に超越的古

典解がいつ現れるかまでを明らかにした。

    以上、申請者は、パンルベ第五方程式の既約性の問題を解決し、さらにこの方

程式の持つ超越古典解を全て決定して、この問題に決定的な寄与をなした。

    この学位論文は既に、Hokkaido Mathematical Journalに投稿され掲載が決定

している。

    審査員一同は、申請者が博士（理学）の学位を受けるに十分な資格を有するも

のと認める。


