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学位論文内容の要旨

古 典 的 な モ ー メ ン ト 問 題 に よ れ ぱ ，   数 列 が 非 滅 少 有 界 変 動 関 数

の モ ー メ ン ト 関 数 の 形 で か け る こ と と ，   こ の 数 列 を 非 負 整 数 半 群

鮎 上 の 核 と み て 正 定 値 で あ る こ と は 同 値 で あ る ．   上 記 の 関 数 を よ

り 一 般 的 に ，   可 換 ＊ 半 群 上 の 正 定 値 関 数 と ，   指 標 半 群 上 の 正 則 ボ

レ ル 測 度 で か け る モ ー メ ン ト 関 数 と み て ，   正 定 値 関 数 が い っ も モ

ー メ ン ト 関 数 で あ る よ う な 可 換 ＊ 半 群 を 半 完 全 ，   そ の 表 現 測 度 が

い っ も 一 意 に 定 ま る と き 完 全 で あ る と い う ．   可 換 ＊ 半 群 の 完 全 性

・ 半 完 全 性 の 概 念 は 1984年 前 後 に C． Berg， P. Resselら が 導 入 し ，

彼 ら の 影 響 の 下 に T.M． Bisgaard及 び 申 請 者 が そ の 解 析 に 努 め て い

る ．   こ の 研 究 に お け る 最 大 の 目 標 は 完 全 性 ・ 半 完 全 性 を 特 徴 付 け

る こ と に あ る が ，   非 負 有 理 数 半 群 mの 部 分 半 群 に つ い て さ え 満 足

す ぺ き 結 果 に ま で 連 し て い な し 、 ．   本 論 文 で は 未 解 決 で あ っ た 問 題

の う ち ，   阯 の 有 限 個 の 直 積 鯆 の 問 ！ 分 半 群 ，   及 び 整 数 半 群 忽 （ 但 し ，

＊ 構 造 は 恒 等 的 ） の 有 限 個 の 血 試 び の 部 分 半 群 に お い て 完 全 性 ・

半 完 全 性 を 完 全 に 特 徴 付 け る ．   更 に ，   単 位 元 を も つ 可 換 ＊ 半 群 の

完全性と，  単位元をもたない可換＊半ア群の完全性についての関係

を導く．



完 全 性 に つ い て は ，   種 々 の 良 い 性 質 や 十 分 条 件 が 与 え ら れ て い

る ． Y. Nakamura及 び 申 請 者 C1990） は 完 全 な 可 換 ＊ 半 群 の イ デ ァ ル

に 単 位 元 を 付 加 し て で き る ＊ 部 分 半 群 が 完 全 に な る こ と を 示 し て

い る ，   と こ ろ が こ の 完 全 性 に つ い て の 保 存 的 性 質 は 半 完 全 性 に つ

い て は 成 立 し ない ．   例 えば ，   鮎 は半 完 全で あ るが ，  そ の部 分半 群

鮎 丶 t  1） は 半 完 全 で な い こ と が 同 じ 論 文 の 中 で 示 さ れ て い る ．

こ の こ と か ら ，   賊 の 部 分 半 群 の う ち 完 全 ・ 半 完 全 で あ る 部 分 半 群

は 如 何 な る も の で あ る か を 考 え る こ と は 自 然 な こ と で あ る ．   本 論

文 の 第 1の 主 要 な 定 理 （ Theorem4.1） で は ，   賊 の 部 分 半 群 Sの う

ち 半 完 全 な 半 群 は 自 明 な 半 群 か 一 兀 で 生 成 さ れ る も の し か な く ，

そ の う ち 完 全 な 部 分 半 群 は 自 明 な 半 群 の み で あ る こ と を 示 し て い

る ，   1次 元 の 場 合 ，   部 分 半 群 Sが 自 明 で も ― 元 生 成 で も な け れ ぱ ，

半 完 全 な 部 分 半 群 の ＊ 準 同 型 写 像 に よ る 像 が 半 完 全 で あ る こ と か

ら ，   Sの 指 標 が 決 定 で き る 場 合 に 帰 着 で き る ．   一 般 に S上 の 指 標

半 群 が Sの 点 を 分 か っ な ら ，   指 標 半 群 上 の poinヒ e'va【 ua ttonの 線

形 和 全 体 か ら な る 線 形 空 間 V（ 腮 ） sに お い て ， V（ 爬 〕 sの 非 負 元

か ら な る 凸 錐 V（ 畷 〕 s＋ と ， V（ 畷 ） sの 元 の 平 方 Ti｜ か ら な る 凸 錐 Es

を 考 え る と ，   Sの 半 完 全 性 の 必 要 条 件 と し て ，   V（ 聴 ） s， が bの 閉

包 で あ る こ と が わ か る ．   今 ， Esは 閉 凸 集 合 と な り ，   Vf畷 ） 針 丶 ＆

が空でないことを示す例がわかるのでSは半完全でないことがわ

かる．  2次元の場合，  Sが自明でない半完全な部分半群だとする

と，  半完全な部分半群の＊準同型写像による像が半完全であり，

闇が半完全でないことから，Sが一元生成であることに帰着する．

3次元以上の場合は2次元の場合に帰着できるので，  定理が示さ

れることとなる．
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隲 の 部 分 半 群 の 完 全 性 ・ 半 完 全 性 が 完 全 に 特 徴 付 け ら れ た こ と

か ら ，   び の 部 分 半 群 に お い て 完 全 性 ・ 半 完 全 性 が 如 何 な る も の で

あ る か を 考 え る の は 当 然 で あ り ，   本 論 文 の 第 2の 主 要 な 定 理 （  Th

eorem5.1） と し て こ の 問 に 対 す る 解 答 を 与 え て い る ．   鱗 と 同 様 に ，

び の 半 完 全 な 部 分 半 群 は 自 明 な 半 群 か 一 元 で 生 成 さ れ る も の で あ

り ，   完 全な 部 分 半 群 は 自 明な 半 群 の み であ る，   但し ，  この場 合の

一 元 生 成 と は ，   隲 に お い て は 隙 と 同 型 で あ る と い う こ と な の に 対

し て ，   隲 あ る い は 忍 と 同 型 で あ る とい う 意 味 で 用 い る ．

一 般 に ，   Sの 部 分 半 群 Xに お い て Sの 元 の 和 s十 tが Xの 元 で あ

る な ら ，   sと tは Xの 元 と な る よ う な Xは faceと 呼 ぱ れ る ．   半 完

全 な 半 群 Sの faceで あ る Xは 半 完 全 と な り ，   Sが 完 全 で あ る こ と

と ，   X及 び (S丶 X） U（ 0｜ が 完 全 で あ る こ と は 同 値 で あ る こ

と が わ か る （ Theorem3.t） ．   こ の 系 と し て ，   Sの 逆 元 全 体 をrと し

た と き ，   Sが 半 完 全 な ら rは ｀ F完 ，̂   Sが 完 全 で あ る こ と と r及

び （ S丶 r） UtO） が 完 全 で あ る こ と は iIH艫 で あ る こ と が わ か

る （ Corollary3.3） ． Theorcrn5.1は 1次 元の場 合iま EIIリ jであ り，   3

次元 以 上 の 場合 は Theorem4.1と 同 様で あるの で2次元 の場合 が本

質的である．  2次元の場合，  自明でない半完全な部分半群Sの逆

元 全体rは 半完全 であるが，22の部分群は本質的に，  自明な半群

と忍，22であり，  22は半完全でないことから，  rは自明な半群あ

るいは冱と同型となり，  結果としてSは孵の半平面に含まれる．

Sがff~2における角度だ未満の扇形に含まれれぱ悩の部分半群の議

論に帰着するので，  このような扇形に含まれない場合，  Sが半完

全とならないことを示す．  このときいくっかの場合分けを要する

が ，  い ずれの 場合も指標の形が定まり，Theorem4.1の1次元の場
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合 の 手 法 を 用 い て 半 完 全 で な い こ と が 示 さ れ る ．

完 全 性 ・ 半 完 全 性 の 定 義 は 単 位 元 を も た な い ＊ 部 分 半 群 H=S

丶 （  0）   （ 形 式 的 に は 単 位 元 を も た な い と 仮 定 す る 必 要 は な い ）

に つ い て も ，   H上 の 正 定 値 関 数 が H+Hの 各 点 に お い て Hの 指 標

半 群 上 の モ ー メ ン ト 関 数 の 形 で か け る と き Hが 半 完 全 で あ る と し ，

表 現 測 度 が い っ も 一 意 に 定 ま る と き 完 全 で あ る と す れ ぱ 可 能 と な

る ．   本 論 文 の 第 3の 主 要 な 定 理 (Theorem6． I） は ，   H=H十 Hの 仮

定 の 下 ，   Sが 完 全 で あ る こ と と Flが 完 全 で あ る こ と が 同 値 で あ る

こ と を 示 し て い る ．   C． Be rgら （ 1984） は ＊ 構 造 が 恒 等 fI勺 の と き ， E

=H十 Hの 仮 定 の 下 ，   Sが 完 全 で あ る な ら Hも 完 全 で あ る と 指 摘

し て い る ．   申 請 者 の 定 口 t！ ． は こ れ の 桝 ： 4長 と な っ て い る が ， Hの 完 全

性 か ら Sの 完 全 性 が 導 か れ る こ と に つ い て も ，   l・ ・ 工 ＝ I． t十 Hの 仮 定

を 使 わ ず に 示 し て い る ．   乂 ，   ニ の ） ピ 理 の 十 分 性 の ニ tEl川 に お L、 て H

=H十 Hの 仮 定 は 必 要 不 可 欠 で あ る こ と を 示 す 例 を 与 え て い る （ R

emark6.5） ．   こ の 例 は ，   完 全 性 に お け る イ デ ア ル の 保 存 性 が 単 位 元

を も た な い 半 群 の 場 合 に は 必 ず し も 成 立 し な い と い う こ と を も 指

摘 し て い る (Remark6. 6).
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学位論文審査の要旨

学 位 論 文 題 名

Perfectness and
   of abelian＊

semiperfectness
- semigyroups

（可換＊半群の完全性及び半完全性）

  可換＊半群の上の関数に対しては自然に正定値性の概念が導入される。群の場合に

は，＊演算として逆元写像を考えると，普通の意味の正定値性になる。可換群の場合の

類比から，可換＊半群に対してその指標半群が定義される。指標半群の上の正測度の

モ―メントとして表示される関数は明らかに正定値である。

  可換＊半群上のモ―メント問題と呼ばれるものは，どのような正定値関数が指標半

群 の 上 の 正 測 度 の モ ー メ ン ト 関 数 に な る か の 解 明 を 目 標 と す る 。

  すべての正定値関数が正測度のモーメント関数となっているとき，その可換＊半群

は半完全(semiperfect)であると言われる。更に各正定値関数に対して表現測度が一意的

に 決 ま る と き ， そ の 可 換 ＊ 半 群 は 完 全 (perfect)で あ る と 言 わ れ る 。

  一般に逆元写像を＊演算とする可換群は常に完全であることが知られている。した

がって，整数のなす（加法）群Zは完全である。しかし．Zに＊演算として恒等写像を

付与したときは，Zは半完全であるが完全ではない。また，恒等写像を＊演算とする

非負整数のなす（加法）半群Noも半完全であるが完全ではないことが知られていた。

  可換＊半群に関するモ―メント問題の主要な目標のーっは．具体的な可換＊半群，

およびその部分＊半群の完全性及び半完全性を特徴付けることにあるが，非常に具体

的な半群に関しても解明されていることは僅かそぁる。

  この論文の前半で申請者は，未解決であった問題のうち，恒等写像を＊演算とする
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非負整数のなす（加法）半群Noの有限個の直積NOkの部分半群，及びやはり恒等写像

を＊演算とする（加法）整数半群Zの有限佃の直積Zkの部分半群で完全性または半完

全性をもっものを完全に特徴付けることに成功した。

  すなわち，NOkの部分半群で半完全なのは．自明なものか，1個の元により生成され

たものに限られること，および完全なものは自明な部分半群だけであることを示した。

  1次元Noの場合にこれは双対性を使った方法で確立されていたが，申請者はある種

の写像 を媒介 として 次元を下げて行く巧みな方法で証明に成功した。

  Zhについても結論は同じであるが，ここで1個の元により生成されることをNoあ

るいはZと同型とぃうことと理解する。

  申請者は，これまでに完全または半完全な可換＊半群から自然な操作で作れる種々

の＊半群の完全性及び半完全性にも深い研究を行なってきた。完全性及び半完全性の

概念は単位元を持たない可換＊半群についても考えられる。

  その方向への発展として，この論文の後半で申請者は，可換＊半群Sから単位元0

だけを除去したロ〓S＼（O）を考察し，その完全性または半完全性を問題にした。そし

て，甘十日＝ロの仮定の下に，sの完全性とロの完全性が同値であることを証明した。

  ここで表現測度の単一性の保証は，局所的に同一の測度を張り合わせていって全体

に及ぼすという巧みな方法により威し遂げられた。

  以上申請者の研究は，＊半群上のモ―メント問題に関して新しい重要な寄与をなす

も の で ， 博 士 （ 理 学 ） の 学 位 を 得 る に ふ さ わ し い も の で あ る 。
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