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学位論文内容の要旨

  コンパクト可微分多様体（以下単に多様体）を分類するーつの手段としてKarras-Kreck-

Neumann-Ossaは閉多様体の集合にcutting and pasting(Schneiden und Kleben)操作によ

りSK-同値と呼ばれる同値関係を定義し，これからSK-群と呼ぱれる加群を導入した。彼

らは，この群がコポルディズム群と深い関係があることを示した。本論文第1章ではこの群

について新らたに得られた結果を述べ，さらに第2章ではこの群の定義を境界を持つ多様体

に拡張しそこから得られた事柄を述べた。

  向きづけられた多様体のSK群を有向SK群，そうでない場合を非有向SK群とよふことに

する。れ次元多様体MとMから位相空間Xへの連続写像ノの組からなる特異多様体（M；/）

のSK群を，S′jム（ズ）と表す。有向SK群SKカ(X)の構造はズが一点｛ヰ｝の場合は分かっ

ており，さらにXが単連結位相空間ナょらばSKn(X）がSK″（ヰ）（これを単に．鉗kと表す）

と同型であることがn=4，6以外はすでに知られている。第1章§2ではn=4，6も含めて

両者は同型となることを示した。

  定理1．Xが単連結な位相空間ナょらば有向SK群について．5́ Ka(X)竺，5́ jhがすべてのn

について成り立っ。

  次に一般に多様体の直積を考えることにより次数っき環SK．＝En>0‘5’j廴が得られる。

また次数っき， 5́ K加群Sjし（X）＝Eカ冫0Sn（X）も同様に考えられる。これについては

C.Kosniowskiにより非有向SK環SK．の構造が示されている。53では有向SK環の場合

その環構造に関して次の結果を示した。

  定理2・

    賦○z［；］～＝z［加゜］舮P2］］／゜

が成立する。ここでロは[S2l[CP2lk一~1[S212k+l（七＞―1）なる元より生成されるイデアルで

ある。ただしS2は2次元球面，CP2は2次元複素射影平面である。

  多様体に有限アーペル群Gが作用している場合にC.Kosniowskiにより非有向特異閉G

多 様体の同 変SK群SKfが研究されBurnside環A(G)との密接な関連性が提起された。

このことに関してG： 22の場合について54，55でより詳しく考察した。以下，やはり

SKZ’（ヰ）＝SJ<22と表す。今リニニニ[22]ESKoZ゚ ’めニニニ[RP(RxR゚ ）］ESKZ’（i≧0），a＝

[RP2]Esrr2とおき，Ai二ニaYo-蜘，Bi二ニayーリ，Cl二二ニ飢一2Yo十リ，Diニニニ弛-Yo，Ei二ニ―雛

とする。ここで[22]は22を0次元多様体とみなし，丑は対合の作用を－1倍とした実数全

体の集合を意味する。これらQ，リ’Yの間の積の関係式を調べSKオ代数としてのェ 5́ j22を求
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めBurnside環との関係として次の結果を得た。

  定理3．5をAi，Bi，の，Di，Eiで生成されるSAr 22のェ5′K*部分代数とする。このとき次

の単完全系列は環として分解する：

0 -+ Sふ SJ(22j A(22) -+ 0.

  ここにcは包含写像，¢は自然な準同型写像である。

  第2章では位相空間対(X，A)に関しての境界をもつ特異多様体(M，加イ；/）のSK群

SKn(X，A)の定義をし幾っかの結果を述べた。SKnは自然に位相空間対のホモトピー圏か

らAbel群の圏への共変関手となるが一般ホモ口ジー公理は満たさない。SKn(X，A)につい

ては次の結果を得た（§ 2)。

  定理4．弧状連結な位相空間対(X，A）（A≠D）に対して有向，非有向を問わず5．K,(X，A)

≠O（Vn≧0）カ減り立っ。特に有向SK群についてはSKo(X，A)竺Z(DZ，．5́ K1(X，A)～：Z，

非有向SK群についてはSKo(X，A)型SKl(X，A) ~Zである。

  また(X，A)〓（び，ヰ）の場合境界を持つ多様体の手術理論を用いることにより次が成り立

つ(~4)。ここからはもっぱら非有向SK群についての結果である。

  定理5．．5́ Kn(pt，舛）～＝Z（竹≧0）が成り立ち，その生成元はn次元球体[D”，S―1］で

ある。

  SK″(X)をコボルディズム関係で類別したものをS17n(X)とおき，ん(X)を自然な射影

p:．5́ Kn(X)→S17n(X)の核とすると

  定理6．れ〉－1と弧状連結な位相空間対(X，A)に対して

    O→S臨（X）○Z［！］i~(id）SATL（X，A）〇Z［；］ゴ型）In（A）〇Z［！1→0

は分解する完全系列となる、

こ こ に i（ ［ M］ ） = [M， 舛 ， j([M， OMl)〓 [OM】 で， idは 恒 等 写像 で ある 。

  55，56では上記の事柄を境界付きG多様体の場合に考えた。今，この群をSKG(X，A)

と表す。ただしGは一般にコンパクトLie群とする。

  定理7．任意のG位相空間対（X，A)とn>lに対して

    o→S厩G（x）OZ【！］‘型）SKnG（剛）〇Z［き掣）S鰍―lG（A）○Z［；］→0

は分解する完全系列となる、

ここ に i（ ［M］） = [M， 卿 ，a（［ M， aM]）＝ ［ aM］ でidは恒等 写像であ る。

  特にGを単位元だけからなる群とすれば前述の群，5́ K*（―，―）と一致し定理6と定理7よ

り弧状連結空間に対し次が得られる。

  命題8． SKヤ(X)竺SK，(pt)02-torsion，SKヤ(X，A)～：エ鉗廴（ヰ，剛）02-torsion。

  G： 22の場合，対合をもつ閉多様体のSK同値類はそのオイラー標数と不動点集合の

オイラー標数により定まる。一方境界を持っ多様体(M，aM)についてはオイラー標数

X(M，OM)，X(Fi，OFi）が考えられるが，これらもSH22不変量となる。ここでFiは余次元‘

の不動点集合である。この逆については次が成り立っ。

  定理9．対合をもつ多様体(MっOM)と(M′，aḾ ）カ'X(M，OM)‘X(Ḿ ，aḾ ）かつ

X(Fi，OFi)二ニX(Fi，0Fi）（i≧0）ならば(M，OM)は位数2の元を法として(M′，OM′）と

SJf 22同値である。

  SKヤZ’（ヰ，〆）にも，多様体の直積により自然に積が定義できる。今定理3の前に記した生

成元をもとにSKヤZ’（ヰ，が）の元雷二ニリxI，YiーYixIを考える。ここで1=［0，1］でその上
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の作用は自明なものとする。このとき定理7よりSK*Z。（舛，舛）〇Z［j］は｛ジ，y，弧，Yi;i≧0｝

で生成される自由SKヤ（ヰ）○Z【j］加群と成ることが分かり，それらの積の関係式も得られた。
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学位論文審査の要旨

主査  教授  諏訪立雄
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学 位 論 文 題 名

On SK Groups of h/Ianifolds

（多様体のSK群について）

  可微分多様体の分類問題は微分位相幾何学（トボロジー）に於ける基本的問題である。こ

のための手段としてU.Karras，M.Kreck，W.D.Neumann及びE.Ossaは閉多様体（境界の

ない多様体）の集合にcutting and pasting（Schneiden und Kleben)操作によりSK-同値と
呼ばれる同値関係を定義し，これからSK-群と呼ばれる加群を導入し、この問題の解決に

新しい道を切り開いた。本論文ではこの群について新らたに得られた結果を述べると共に、
さらに未だ未開拓であった、境界を持つ多様体の場合にこの群の定義を拡張しそこから得ら

れた事柄が述べられている。

  向きづけられた多様体のSK群を有向SK群，そうでない場合を非有向SK群とよぶこ
とにする。n次元多様体MとMから位相空間Xへの連続写像ノの組からなる特異多様体

（M；/）のSK群をSKハ（X）と表す。有向SK群SKカ(x)の構造はXが一点｛ヰ｝の場合は
分かっており，さらにズが単連結位相空間ならばSぷハ（X）がSKn(pt)(これを単にSK″と

表す）と同型であることがn=4，6以外はすでに知られていた。本論文ではn＝4。6も含め

すぺての凡について両者は同型となることが示されている。
  次に一般に多様体の直積を考えることにより次数っき環SKヤ＝E″>o^ 91hが得られる。

また次数っきSKヤ加群SI¥ー（X）＝Eハ>0SA'n (X)も同様に考えられる。これについては
C.Kosniowskiにより非有向SK環SKヤの構造が示されている。本論文では有向SK環の場

合その環構造が完全に決定されている。

  多様体に有限アーペル群Gが作用している場合にC.Kosniowskiにより非有向特異閉G
多様体の同変SK群SA'Gが研究されBurnside環A(G)との密接な関連性が提起された。
このことに関してG〓 22の場合について詳しく考察され、Burnside環との関係も明らかに

されている。
  本論文第2章では位相空間対(X，A)に関しての境界をもつ特異多様体（M，Oni;/）のSK
群SKn(X，A)の定義が新たに導入され、幾つかの結果が述べられている。＾S'Kは自然に位

相空間対のホモトピー圏からAbel群の圏への共変関手となるが一般ホモロジー公理は満た
さない。SA'n(X，A)の構造、及びコボルデイズムとの関係について幾つかの基本的結果が

得られている。



  さらに、上記の事柄が境界付きG多様体の場合に考察されている。ここで、Gはコンパ

クトLie群である。

  G〓 22の場合，対合をもつ閉多様体のSK同値類はそのオイラー標数と不動点集合

のオイラー標数により定まる。一方境界を持つ多様体（M，aM）についてはオイラー標数

X(M，aM)，X(Fi，8Fi）が考えられるが，これらもSA 22不変畳となる。ここでBは余次元i

の不動点集合である。この逆については次が成り立っことが示されている。即ち、対合をも

つ多様体(M，OM)と(AI′，aḾ ）カ★（M，OM)－―X(M’，aḾ ）かつX（RっOF）二ニX(Fi，0F;）

（f＞－0）ならぱ（M，a_v）は位数2の元を法として（M′，aḾ ）とSKZ。同値である。

  これを要するに、著者は多様体のSK群について多くの重要な新知見を得たものであり、

微分位相幾何学の進展に貢献するところ大なるものがある。

  よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める。
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