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Boundedness and invertibility of
some singular integral operators

（ある特異積分作用素の有界性と可逆性）

学位論文内容の要旨

  単位円周T= {z; lzl＝1）上の正規化されたLebesgue測度dm(eit）〓dt/27rに

ついて可積分な関数ノの特異積分Sfを

MいまZ磐ぬ （。．e．CEり

と定める。ただし、積分はCauchyの主値積分とする。ノのHilbert変換ノは

馴いィ鰤刈（（）  （゜．バ卸

によって定める。analytic projection P+と、co-analytic projectionP－を

    ‾4＝ギ，P・〓竿

と定める。ただし、Iは恒等作用索を表す。T上の有界m-可測関数a，pについて

    跏＝。P＋＋pP一小- p)P.＋刪：竺半J＋竺2pS

は特異積分作用索と呼ばれる。T上の非負値m-可積分関数げを荷重関数という。

    [Ifllw〓tl′l2げ dTrr）l/2

が有限であるようなm‐可損叮関数ノの全体からな‘るHilbert空間をL2（げ）で表し、

この積分値をノの荷重付きノルムとぃう。三角多項式の全体pはL2（げ）の中でこ

のノルムについてdenseである。

  歴史的には、Hardy，Riesz，Gaposkin達の研究の後、1960年の論文でHelson-

Szegoは予測理論と関連して荷重関数げ（事O）についてHilbert変換がL2( W)上

の有界作用素であるための必要十分条件は

げ＝ eu+り． I。｜≦三一‘

なる実数値有界m-可測関数u｜りと正定数eが存在することであるという有名な

定理を示した。このようなWの全体を（〃ので表す。1980年の論文でKoosisは
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Kolmogorovの定理とAdamyan-Arov-Kreinのアイデアを用いてHilbert変換が

L2（げ）からL2（び）への有界作用素になる荷重関数ぴ（妻0）が存在するための必要十

分条件はエW-ldmくooであることを示した。Arocena-CotlaトSadoskyはCotlaト

Sadoskyのlifting定理とHilbert空間における議論を用いて作用素S=亀．－1の

L2（げ）における有界性を精密に調べた。WE (HS)のときS。，pはL2（げ）上の有

界作用索になるが、Wぜ（HS)のとき．先，pの有界性は調べられていなかった。一

方、S。，pのL2（W)における下への有界性や可逆性については、WE（HS)のと

き1、oeplitz作用素と関連してWidom．Devinatz‐Rochbergによって明らかにされた

が、Wぜ（Hののときは調べられていなかった。

  本論文は荷重関数げと有界 m゚ 可測関数a，pが一般の場合について、荷重付

き空間工2（W）上の特異積分作用素＆，戸の有界性と可逆性をCotlarISadoskyの

lifting定理 と Hilbert空 間 に おけ る 議 論を 用 い て精密 に調べて いる。

  丁上の非負値m－可測関数rについて、

w = Ce'+r,    r2eu + e-uく 2cosv,    lvl 9r/2

を満たす実数値m-可積分関数u，りと非負定数Cが存在するような実数値m-可測

関数Wの全体を（HS）（r）で表す。T上のm-可積分関数QがIQI＝1を満たし、

Qの負のフーリエ係数がすべて零であるとき、QをInner関数という。本論文の主

定理は次の定理である。

回T上の有界m．可測関数a，pと荷重関数Wが（a－p）げ≠Oを満たして
いるとき、次の条件は互いに同値である。

（1）llsa，pf Ilw〈―lI′ llw  (fEp)

(2)Il - ctPIげ>0，max{lal，IPI）〈―1，更にlnner関数Qと実数値m‐可積

分関数tか存在して

    1－

    11一轟ニQeit川川肌一tEぼ…尚｜）

特にp=0のとき、条件(2)は次の条件（2’）のように簡単になる。

（2’）げ>0，lal〈－1，WE(H S)(lal)

  特にp=0かつaが正定数のとき、この定理にNeuwirth-Newmannの定理を用

いてHelson-Szegoの定理を直ちに導くことができる。

  特にa，pが相異なる複素定数でWE（〃S)のとき、L？（W）におけるS。．pの作

用素ノルムMとP←の作用索ノルムNの間には

    た岳～：暑のと‥筈嘉1＝を

という関係があることが、この定理より導かれる。この定理はSo．戸のL2(W)上の

作用索ノルムが1以下であるための条件を精密に調べている。そうすることで、この

定理はHelson-Szegoの定理やKoosisの定理の他にGohberg-KrupnikやFeldman-

Krupnik-Marcusが得た作用索ノルムの評価の結果の一部分も含めてりフレッシュ

したものになっている。

  この定理の条件（1）の不等号〈―を逆向きの不等号≧に書き換えた条件は、条件

(2)のmax{lal，IPI｝≦1をmin{lal，IPI）〉―1に書き換えた条件と同値である。この
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同値性により、Sct，戸がL2(W)において下に有界な条件や、その可逆性を調べること

ができる。この同値性は、Helson-Szegoの定理の他にWidom-Devinatz-R,ochberg

の定理のL2(W)の場合も含めてりフレッシュしたものになっている。
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学 位 論 文 題 名

Boundedness and invertibility of some

        singular integral operators

（ある特異積分作用素の有界性と可逆性）

    単位円周T_ヒのルベ―ク空間を己’二ニ己’(m)かっルベーク測度をdm(e‥）＝

dt/2ガで表わす。関数′E三三Liの特異積分Sfを

    剛いまz磐ぬに《啣

とする。P＋＝（J十S)/2かつP- -（J- S)/2とすると、a，pE己ooに対して＆ロニ〓ニ
Q P+十pn＝2－1（Q十p)J十2ー1(a - p)Sとするとき、これは表題のsingular integral
operatorである。本論文では、非負な関数WELlによる重みっきルベーク空間L2（W)
上でのsingular integral operator＆ロの有界性と可逆性を研究している。
    ．免ロの可逆性がさかんに研究されるようになったのは、やはりRiemann―Hilbert
の問題からである。これは重みのない時、すなわちW三1のときに、与えられたヮE L2
に対してQ f+十pf- -gとなる解析関数の境界値f+と′―を見っける問題である。＆ロの
有界性はa-ーp〓1，すなわちSap二ニニSのときまたはa〓1，p＝0，すなわち．先ロ”P+
のときのHelson－Szegoの研究からである。これはSが有界である重みW．を決定したも
のである。これ以後、Sまたは一般のSapの有界性の様々な研究がある。申請者はS。ロ
の有界性と可逆性について、完全に一般的な必要かつ十分条件を得ている。
    さて学位論文の審査の詳細を述べることにする。Sが有界となる重みWの族は
(HS)と書かれるが、その要素は現在広くHelson-Szego測度といわれている。WE(HS)
の対数logげはBMOに属することにより、多くの数学者の注目を集めてきたが、BMO
との深いかかわりはまだよくわかっていなぃ。申請者は、Cotlar－Sadoskyのlifting定理
とHilbert空間における議論を用いて、一般的SapのL2(W)における作用素ノルムが1
以下であるためのWの必要十分条件を与えた。そのために、彼は(HS)にかわる重みの
族（HS）（r）を導入した。非負関数rについて、WE(HS)(r)とは

W厂- Ce“十み’r2e“十e―“く2cosv’1りl≦7・r/2



を満たす非負定数Cと実数値関数u，りE工1が存在することである。ここでvはりの共
役調和関数を示す。
    Q， pE己ooが11 -crp l>0を 満た してい ると き、可 測関 数rapをTap -
｜a -3/1ーQplで定める。申請者は＆ロの有界性について次の定理を証明した。
    ’と非負値関数wELlが(a -p）W≠0を満たしていると
き、なのゑ隠£’｜！〓i∞でミる。
    、（ 1）L2(W)に おけ るScrpの作 用素ノルムは1以下である。すなわち
    llsapア llw≦lI/ llw  （ゾEp)
    （2）11ーaQIW >O，max{lal，IpI）、≦1，更にmner関数Qと実数値関
数ZモLiが存在して、、
    1ーQロ
    T  1  「二ニQeit，11－ctpl We－tC（HS）（rap）
    llーQp1
である。
    この定理をNakazi-Yamamotoは、強い仮定、（1-Qp）／11ーat0 1= ei。かっ
11 -QplWesE Llのも とで 証明し た。 このときは、仮定があるので（2）は
t1 - crt8lWe-tE (HS)(rap)に相当するもののみが現われていた。申請者は条件なしに
定理を証明するために、（1ーaQ)/｜1ーac8Iまで含めた上の（2）を考案した。またこ
れはNakazi-‾Yamamotoの（2）とは、思想的には異なり、（HS）（r）を導入することによ
り表現をいちぢるしく簡単にしたことは重要である。またa-l，p〓二一1やa-l，p＝0
のときはSや4の作用素ノルムが1以下である必要十分条件を与えているが、これは
Cotlar-Sadoskyの定理を与えている。これはもちろんHelson-Szegoの定理を精密化して
いる。Qとpが定数のときは、IISarpllwとIIP+llwとの間の新しい関係式を与えている
が、これはGohberg-KrupnikやFeldman-Krupnik-Marcusの結果の一部分と同値である。
aCLooかつQ=Oのときは、定理の（2）はW>O，lQlく－1，WE(HS)（Ial）となる。
これは4についてKoosis丶のょく知られた定理をりフレッシュし、深めている。
    エ免pのL2（げ）での可逆性については、重みWのないときには、Widom-
Devinatzにより、Helson-Szegoの定理を用いて証明された。重みW’が(HS)に属す
るときには、Rochbergにより証明された。申請者は再びCotlar－Sadoskyのlifting定理と
Hilbert空間における議論を用いて、一般の重みWの場合に、Sapの左逆作用素のノル
ムが1以下であるための必要かっ十分条件を、（ロS）（r）を用いて与えた。それは上の定理
と同様に証明されるが、Widom-Devinatz-Rochbergの定理を含んでいる。しかしWidom
等の定理は、（1- ap)/llーQpIを用いてではなく、（Qp）／lcr,8_lを用いて（2）を表現
している。定理Bは全く一般的な結果であるが、可能ならば（Qp）/l aQlを用いて（2）
を表現したいが、それはまだ未解決である。

    以上の申請者の研究は、特異積分作用素＆ロについて、有界性と可逆性の両
方の研究において、ある意味で最終的な重要な結果を得たもので、博士（理学）の学位を
得るにふさわしいものである。


