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学位論文内容の要旨

（n十1）次元リーマン多様体Rn十lに埋め込まれた超曲面レ”を考える。レ”の第1基本テンソルを

9ba、第2基本テンソルをhbaとするとき、レ”の主曲率、即ち、特性方程式det(h~ - k9ba）=0の

根 を ki， 脇 ， … ， knで 表 す な ら ば レ ” の 第 レ 番 目 の 平 均 曲 率 JLは 次 の 式

のいclく。妄．イはュ…kcッ
    …くCv

(1<レ≦n）

で定義される。特に、ユークリッド空間E3の曲面V2にたいして、Hご(l/2)(ki十脇），K＝klk2と

おき、それぞれV2の平均曲率、ガウス曲率と言う。従って、貞はHiと等しく、KはH2と等しい。

  球は平均曲率Hが一定な閉曲面である、ことはよく知られている。  ここで、閉曲面とはコンパ

クト、連結、境界のない曲面を意味する。閉曲面のすべての点でK>Oが成り立っとき、その閉曲

面を卵形面と言う。1900年、E3の平均曲率Hが一定な卵形面は球である、ことがH. Liebmannに

よって証明された。  この結果が閉曲面の色々な興味ある研究の出発点となった。  多数の研究者に

よっていろいろな観点から球の特徴づけが研究され、多数の興味ある報告がなされた。これらの研

究で 、ミ ンコ フス キー ・タ イプの 積分 公式 がー つの 重要 な役 割を 担ってきた。

  レ”の点Poでんぬが9baに比例するとき、Poを臍点と言う。Poが臍点であるには点Poでれ個の

主曲率がすべて等しく、かっその時に限る、ことが分かる。桂田芳枝は共形キリング・ベクトル場

を許容するりーマン多様体R”+1の有向閉超曲面レ”に対するミンコフスキー・タイプの積分公式を

導き、R'+lの臍点超曲面のある特徴づけを与えた。  その後、多くの研究者によってりーマン多様

体の有向閉超曲面の類似の問題が議論された。

    E1十1の有向閉超曲面レ”のすぺての点が臍点であるならぱその超曲面は球に等長になる。

しかし、一般のりーマン多様体では、たとえ有向閉超曲面のすべての点が臍点であっても同じ結果は

期待できない。  いかなる条fキでりーマン多様体の臍点超曲面が球に等長になるかは興味ある問題

のーつである。  この問題について、小畠の定理を用いて証明された結果が幾っかある。

    共円変換は測地円を他の測地円に移す共形変換である、と定義される。  もしもベク卜ル場が対

応する一径数局所変換群を生成するならぱ共円的、又は共形的である、と言う。固有の共形キリン

グ・ベクトル場ぞiは、ぐに随伴した定数と異なるあるスカラー場¢に対して、共形キリング方程式

(1)  £ぞGji三▽ニも十▽ifj＝2¥I'Gji

    ー
で特徴づけられる、ここでGji、£ぞGjiそして▽‘はそれぞれR”+1の計量テンソル、ぐに関する

Gびのりー微分そしてGjiで構成されるクリストッフェルの記号（jki）に関する共変微分の作用素で
ある。

  ぐが共円的であるためには随伴スカラー場mが方程式
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（ 2）   矼 Vi¥l'＝ ~Gji

を満たすのが必要十分である、ここで¢はあるスカラー場である。(2）を満たすスカラー場mを

concircular（共円的）スカラ一場と言う。特に、¢が¢に関して一次である、即ち、¢‘p皿十び、ここ

でpは零でない定数、げは定数、のとき、mはspecial concircular（簡単に、SC-)スカラー場という。

  著者は共形キリング．ベクトル場ぐを許容するりーマン多様体、又はSC-スカラ，場mを許容す

るりーマン多様体の平均曲率一定な有向閉超曲面を研究して来た。H2が定数、かっVnの各点で主曲

率がすぐて正ならぱH2は正の定数になる、何故ならぱ(2)H2＝>Tldく。kdkcであるから。  この

事はH2が一定な閉超曲面の研究の転換点になった。そして、次のような桂田の定理のーつの一般

化を得た。

  定理1．  R”+1を共形キリング．ベクトル場ぐを許容する有向な定曲率空間とし、Vnを

  1）第2平均曲率H2が正の定数、

  2） c'eiはVn上で定符号、ここでびはVnの法ベクトルである、

よ う な 有 向 閉 超 曲 面 と す る 。   そ の 時 、 レ ” め す べ て の 点 は 臍 点 で あ る 。

  桂田は共形キリング・ベクトル場pを許容するアインシュタイン空間の平均曲率Hlが一定な

有向閉超曲面は全臍曲面である、ことを初めて証明した。著者はSC-スカラー場皿を許容するりー

マ ン 多 様 体 で 、 こ の 桂 田 の 定 理 と 類 似 な 定 理 を 考 え 、 次 の 結 果 を 得 た 。

  定 理 2  R” +1を SC-ス カ ラ ー 場 皿 を 許 容 す る 有 向 な り ー マン 多様 体と し、 レ” を

  1）第1平均曲率Hiが零でない定数、

  2）び ¥I'iはレ”上で定符号、ここで.Ii二ニ▽i¥I'である、

よ う な有 向閉 超曲 面と する 。更 に、 R”+1が次 の条 件の ーっ を満 足す ると 仮定 する 、

  a）R”+1は調和曲率、即ち、▽モ Rjiニニニ▽ゴRkiをもつ、ここでRjiはRn十lのりッチ・テンソルで

ある、

  b)R”+1は平行なりッチ・テンソル、即ち，▽七R3iニニ0をもつ、

  c）jp十1は共形的に平坦で、かっスカラー曲率Rが定数である、

  d）R”+1は▽kRji十▽jRik十▽‘Rkjニニニ0を満たす、

  e） Rji Rjiが定数である、

  f）R”+1は共形的に平坦で、かっレ”上にS(Po)：0を満たす点Poがある、ここでSjiはRji十

npGjiで定義される対称なテンソルで、S＝Sji Gjiである。  その時、レ”のすべての点は臍点で

ある。

定 理 1を 証 明 す る に は ミ ン ニ フ ス キ ― ・ タ イ プ の 積 分 公 式 よ り
    2
    PdA十 （ n－ 2） {Hi H2 - H3}Cifi dA＝ O
    m一 可 ア ー ▽ 。 パ 伊 c
    ′ n

を導く、ここでPabはん。゜ん。6- hach。6で定義される対称なテンソル、p．f－一Pab9bc、9bcはレ”の誘導

計量テンソル、▽。はフアン・デア・ベルデン‐ボルトロチの共変微分の作用素、そうしてdAはVn

の面素である。  定曲率空間でH2が正の定数であるレ”に対して、1′”上で▽。pac＝Oが証明され

る。従って、

    んー（皿脇一風）ci:i dA＝0

を得る。  次にHiはレ”上で定符号になることが分かるので、HiH2 - H3は次のように害き直すこ

とができる、

    Hi H2―馬：妄（厩（H；―脇）十（田―凪脇））。

また、H21 - H2 >0および驪- HIH3≧0が知られているからHi H2 - H3はレ”上で定符号にな
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る。  従って、上の積分からHi H2 - H3＝0を得、結局、VnLでH21 -H2＝0になる。  一方で

H21 - H2＝{1/772(T?―i)}E。く6(kbーka)2だから

ki＝ 協＝ …＝ k、

即ち、Vnのすぺての点は臍点である。

  定理2を証明するには¢‾p¢十げとおけぱ、スカラー場¢は▽j▽‘¢二ニpq?Gjiを満足するので、

ベ ク ト ル 場 哦 （ 〓 ▽ ‘ ¢ ） に っ い て の ミ ン コ フ ス キ ー ・ タ イ プ の 積 分 公 式 よ り 、

ー！んー％WぴザdA十（れー1）工ー（研一迅）ゲ蛾払〓0

を導く、ここでBai＝8xi/Ou゚ である。その時、R”+1がa）からf）までの｀、ずれのときにもSji二ニO、

即ち、レ”上でRji二ニ-npGjiを証明して、

    んー（H21一迅）ゲ屯dA＝o

を導く。このとき、Ci ¥I'iが定符号ならばCiqjiも定符号になることが分かるので、レ”上でH21-H2＝0

である。  従って、上と同様にレ”のすべての点は臍点になる。

  最後に定理1、又は定理2の結果を用いて、小畠の定理を考えに入れながら、R”+1の有向閉超

曲面Vnが球に等長になるための条件を与え、定理3、4、5、6を得た。
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    学位論文題名
A study of'closed hypersurfaces with constant
  mean curvature inaRiemannian manifold

（リーマン多様体の平均曲率一定な閉超曲面の研究）

    ユークリッド空間内の球面を特徴付ける問題は、リーマン幾何学における古典

的問題である。本論文において、申請者はりーマン多様体の超曲面．として現れる球

面の特徴付けについて新しい結果を得ている。

  （n十1）次元リーマン多様体R”十1に埋め込まれた超曲面レ”を考察の対象とする。

レ”の主曲率（すなわち第2基本形式の固有値）をki，脇，…，kとするときレ”の第

レ番目の平均曲率鼠，は丶た1，也，…，た″のレ次の基本対称関数によって

    （：）耻clくEkci kC2…k（l＜一瞬）

    ：1くC2く…くcp

で定義される。特に、ユークリッド空間E3の曲面V2にたいして、ロ：（l/2)(ki十也），

K＝  ki也 と お き 、 そ れ ぞ れ V2の 平 均 曲 率 、 ガ ウ ス 曲 率 と 言 う 。

  球面は平均曲率Hが一定な閉曲面である。  ここで、閉曲面とはコンパクト、連

結、境界のない曲面を意味する。閉曲面のすべての点でK>Oが成り立っとき、そ

の閉曲面を卵形面と言う。1900年、E3の平均曲率Hが一定な卵形面は球面である、

ことがH. Liebmannによって証明された。  この後、  多数の研究者によっていろ

いろな観点から球面の特徴づけが研究され、多数の興味ある報告がなされた。これ

らの研究で、ミンコフスキー・タイプの積分公式がーつの重要な役割を担ってきた。

  レ”の点POで第2基本形式が第1基本形式に比例するとき、POを臍点と言う。PO

が臍点であるには点POでn個の主曲率がすべて等しく、かつその時に限る。桂

田芳枝氏は共形キリング．ベクトル場を許容するりーマン多様体R”+1の有向閉超曲



面レ”に対するミンコフスキ一・タイプの積分公式を導き、R”十1の臍点超曲面（全

臍超曲面と称す）のある特徴づけを与えた。  その後、多くの研究者によってりー

マン多様体の有向閉超曲面の類似の問題が議論された。

  En十lの有向閉超曲面レ”のすべての点が臍点であるならばその超曲面は球面に等

長になる。  しかし、一般のりーマン多様体では、たとえ有向閉超曲面のすべての

点が臍点であっても同じ結果は期待できない。  いかなる条件でりーマン多様体の

全臍超曲面が球面に等長になるかは興味ある問題のーつである。  この問題につい

て、小畠の定理を用いて証明された結果が幾っかある。

  共円変換は測地円を他の測地円に移す共形変換である、と定義される。  もしも

べクトル場が対応する一径数局所変換群を生成するならば共円的、又は共形的であ

る、と言う。固有の共形キリング・ベクトル場与‘は、ぞiに随伴した定数と異なるあ

るスカラー場¥Iに対して、共形キリング方程式

£C Gji - Vj<i十¥7iCj＝2皿Gji

で特徴づけられる、ここでGji、~eGjiそして▽‘はそれぞれR”十1の計量テンソ

ル、ぞ‘に関するGj‘のりー微分そしてGj‘で構成されるクリストッフエルの記号ji

に関する共変微分の作用素である。

  f‘が共円的であるためには随伴スカラー場¥が方程式

(2)  ▽J▽i(p〓4Gji

を満たすのが必要十分である、ここで¢はあるスカラ一場である。(2）を満たすス

カラー場mをconcircular（共円的）スカラー場と言う。特に、¢が皿に関して一次で

ある、即ち、¢二＝ニp¥I十び、ここでpは零でない定数、げは定数、のとき、¥はspecial

concircular（簡単に、SC－）スカラー‐場としヽう。

  申請者は共形キリング．ベクトル場ぞtを許容するりーマン多様体、又はSC－スカ

ラー場皿を許容するりーマン多様体の平均曲率一定な有向閉超曲面を研究して来て

いる。そして、次のような桂田の定理のーつの一般化を得た。

  定理1  R”十1を共形キリング．ベクトル場f‘を許容する有向な定曲率空間とし、

V”を

  11第2平均曲率H2が正の定数、

  2）C‘ ＆は レ ” 上で 定 符号 、 ここ で C‘ は レ” の 法ベ ク トル で あ る、

ような有向 閉超曲面と する。  その 時、レ”のすべての点は臍点である。



  桂田はさらに共形キリング・ベクトル場ぞ‘を許容するアインシュタイン空間の平

均曲率H1が一定な有向閉超曲面は全臍超曲面である、ことを示した。  これに対し

て、申請者はSC-スカラー場mを許容するりーマン多様体で、次の結果を得た。

  定理2  R”十1をSC-スカラー場mを許容する有向なりーマン多様体とし、レ”を

  1）第1平均曲率Hiが零でない定数、

  2）  Ci¥piは レ ” 上 で 定 符 号 、 こ こ で 皿 ‘ 二 ニ ▽ ‘ 皿 で あ る 、

ような有向閉超曲面とする。更に、R”十1が次の条件のーっを満足すると仮定する、

  a）R”十1は調和曲率、即ち、▽kRji゚ ▽ゴRkiをもつ、ここでRjiはR1十lのりッチ・

テンソルである、

  b）R”十1は平行なりッチ・テンソル、即ち，▽た R31二ニ0をもっ、

  c）R”十 1は 共形 的 に平 坦 で、かつスカ ラー曲率Rが定数 である、

  d）R”十1は▽たRji十▽JRik十▽‘Rkjニニ0を満たす、

  e） RjtRj:が定数である、

  f）R”十1は共形的に平坦で、かつレ”上にS(PO)＝Oを満たす点Poがある、ここで

SjiはRji十npGjiで定義される対称なテンソルで、S＝Sji Gjiである。  その時、

レ”のすぺての点は臍点である。

  さらに定理1、又は定理2の結果を利用し、小畠の定理を用いて、R”十1の有向

閉超曲面レ”が球面に等長になるための条件を与え、定理3、4、5、6を得ている。

    この学位論文の内容は既に、Hokkaido Mathematical Journalに一部掲載され、

残部は投稿され掲載が決定している。

    審査員一同は、申請者が博士（理学）の学位を受けるに十分な資格を有するも

のと認める。
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