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Study on ilfespan of solutions to quasilinear wave equations

（準線型波動方程式の解のlifespanについての研究）

学位論文内容の要旨

  本論文は二次元空間における準線型波動方程式の初期値問題について研究したもの

である。その目的は、十分小さい任意の初期値に対して古典解が存在する最大の時刻

(lifespan)を評価することである。考えている方程式が双曲性を保っために、初期条件

は小さいもののみ考える。具体的には次のような方程式を考える：口tz三群u - a21“一

022U〓F(ú ）u″。ここでu′およびu″はそれぞれuの時空の一階および二階偏導関数

とし、F(ú ）はu′の二次以上の多項式とする。この方程式は、物理的に意味のある例

としては、膜の振動を記述する方程式を含んでいる。滑らかで台コンパクトな関数

f（“）、g(x）を任意に取り、t＝0での初期条件をu(x，0）＝E．′（“）、at．“（z，0）＝E9（z）

とする。ただしピは小さなパラメータとし、この初期値問題の古典解のlifespanを

T（£）で表すことにする。F（u′）が三次以上の多項式である場合は十分小さいEに対し

てT（E）＝ooとなることが知られている。この意味で著者が考えている状況はcritical

c恥eと言える。また、これまでなされてきたlifespanの評価に関する研究は、ピに関

する依存の度合に注目したものが主だったが、本論文ではさらに．′（ゴ）、9（りおよび

非線型項の主要項に関する依存の様子も調査し、より精密な評価を得ることを目的

としている。

  Partfではlifespanの下からの評価としてliminら→0ピ210g（1十T（ご））≧－1／Hを得

ている。ただしHは．′（ぞ）、9（z）およびF（u′）の二次の項の係数により具体的に表す

ことので きる正の 定数であ る。さら に、この結果から予想される通りH＝0となる

ときは十 分小さいEに対してT（E）〓ooとなることも証明している。H〓0となるた

めのF（u′）の条件をnun－conditionと呼ぶ。すなわちこの結果は、nu11一conditi011を

満たすような特殊な非線型項に対しては古典解が時間大域的に存在することを示し

ている。

  PartJfの前半では本論文の中核でもある、lifespanの上からの評価について研究

している。解が空間的に球対称な解であり非線型項がnull・conditionを満たさない場

合、limsupE→0ピ210g（1十T（ど））≦1／Hとぃう評価を得ている。ここでHはPalItfで

現れたものと同じ定数である。したがってPartJで得た結果とあわせると、球対称解

のlifespanに対してはlilns→0E210g（1十T（ど））＝1／ロが成り立つことがわかる。こ

れはこの評価が最適であることを意味している。なお、1ifespanの上からの評価は、

時刻tがT（ビ）に近づくにっれて、解の二階偏導関数が特性線に沿って限りなく無限



大に近づくことにより得られる。このとき、解自身および解の一階偏導関数は減衰し

ている。この事実は膜の振動の方程式にあてはめると次のように解釈できる。膜の

振動の方程式の解は膜の垂直方向の変位を、一階偏導関数は膜の傾き具合を、そし

て二階偏導関数は膜の曲率を表している。したがってたとえば太鼓をたたいたとき、
時間が経つにっれて振幅はだんだん小さくなるが、ある時ある点で曲率が無限大に

なり、しかもその特異点は太鼓をたたいた点から離れる方向に伝幡されるのである。

  またPart IIの後半では、時刻T（ど）付近での解の漸近挙動について研究している。

ここでは、特性線に沿う解の二階偏導関数の具体的な表示を得ることにより、解がど

の程度のオーダーで発散するかを明らかにしている。
  以上の本論文の研究により、二次元空間における準線型波動方程式の解のlifespan

に対する最適な評価を得ることに成功した。
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（準線型波動方程式の解のlifespanについての研究）

  本 論文 は 二次 元空 間に おけ る準 線型 波動 方程 式の 初期 値問 題に ついて研究したもの

であ る。 そ の目 的は 、十 分小 さい 任意 の初 期値 に対 して 古典 解が 存在する最大の時刻

(lifespan)を評価することである。考えている方程式が双曲性を保 っために、初期条件

は 小 さ いも のの み考 える 。具 体的 には 次の よ うな 方程 式を 考え る： □u三 Ot2U一0~一

缶u＝ F（ u′)u〃。 ここ でu′ およ ぴu″ はそ れぞ れuの時 空の 一階 および二階偏導関数

とし 、F(u′）はu′の二次以上の多項式とする。この方程式は、物 理的に意味のある例

と し て は 、 膜 の 振 動 を 記 述 す る 方 程式 を含 んで いる 。滑 らか で台 コン パ クト な関 数

．′（z）、9（z）を任意に取り、t〓0での初期条件を“（z，O）＝£ア（z）、a“（“，0）〓E9（“）

と す る 。 た だ し Eは 小 さ な パ ラ メ ー タ と し 、 こ の 初 期 値 問 題 の古 典解 の lifespanを

T（£ ）で表すことにする。F（ ú ）が三次以上の多項式である場合は十分小さいEに対し

てT（ E） ＝ ooとなることが知られている。この意味で著者が考えて いる状況はcritica1

caSeと 言え る。 また 、こ れま でな され てき た lifespanの評 価に 関す る研 究は 、Eに 関

する依存の度合に注目したものが 主だったが、本論文ではさらに．r（z）、9（めおよび

非線 型項 の 主要 項に 関す る依 存の 様子 も調 査し 、よ り精 密な 評価 を得る・ごとを目的

としている。

  Partrではlifespanの下からの評価としてli舛in£→oE210g（1十T（ど））＞＝1／Hを得

ている。ただしロは．′（ピ）、9（¢）およびF（u′）．の二次の項の係数により具体的に表す

こ と の で き る 正 の 定 数 で あ る 。 さ ら に 、 こ の 結 果 か ら 予 想 さ れ る 通 り H〓 0と な る

とき は十 分 小さ いピ に対 して T（ ど） 〓 ooと なる こと も証 明し ている。ロ＝0となるた

めのF（u′）の条件をnull‐conditionと呼ぶ。すなわちこの結果は、null一conditionを

満 た す よ う な 特 殊 な 非 線 型 項 に 対 して は古 典解 が時 間大 域的 に存 在す る こと を示 し

ている。

  PartHの 前 半 で は 本 論 文 の 中 核 で も あ る 、 lifespanの 上 か らの 評価 に つい て研 究

して いる 。 解が 空間 的に 球対 称な 解で あり非線型項がnull‐conditionを満たさない場



合、limsupeー082 log(l十T(e))≦1/Hとぃう評価を得ている。ここでHはPartfで

現れたものと同じ定数である。したがってPartfで得た結果とあわせると、球対称解

のlifespanに対してはlime_*o£2log(l十T(e)）〓1/Hが成り立つことがわかる。こ

れはこの評価が最適であることを意味している。なお、lifespanの上からの評価は、

時刻tがT(e)に近づくにっれて、解の二階偏導関数が特性線に沿って限りなく無限

大に近づくことにより得られる。このとき、解自身および解の一階偏導関数は減衰し
ている。この事実は膜の振動の方程式にあてはめると次のように解釈できる。膜の

振動の方程式の解は膜の垂直方向の変位を、一階偏導関数は膜の傾き具合を、そし

て二階偏導関数は膜の曲率を表している。したがってたとえば太鼓をたたいたとき、

時間が経つにっれて振幅はだんだん小さくなるが、ある時ある点で曲率が無限大に

なり、しかもその特異点は太鼓をたたいた点から離れる方向に伝幡されるのである。
  またPart IIの後半では、時刻T(e）付近での解の漸近挙動について研究している。

ここでは、特性線に沿う解の二階偏導関数の具体的な表示を得ることにより、解がど

の程度のオーダーで発散するかを明らかにしている。

  以上の本論文の研究により、二次元空間における準線型波動方程式の解の1ifespan

に対する最適な評価を得ることに成功した。
  よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める。


