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Some indices of singularities of holomorphic

        foliations on complex surfaces.

（複素曲面上の複素解析的葉層構造の特異点のいくっかの指数について）

学位論文内容の要旨

  本 稿 で は複 素 曲 面 （二 次 元 複素 多 様 体） 上の複 素解析 的葉層構 造の特 異点に関

する三 つの指 数(Poincare-Hopf index， Baum-Bott index， tangential index)につ

い て考 察 す る。 以 下 、 葉層 構 造 とは す ぺ て複素 解析的 なものを 言うこと とする 。

Poincare-Hopf indexはベク トル場に 関して は古くからよく知られてしゝるが、1970

年 に P．  Baum， R． Bottは Poincare-Hopf indexを 葉層 構 造 の法 層 の Chern類の

局 所化 と み なし 、 一 連 の留 数 と して 拡 張 した。 底空間 を二次元 に限る場 合には 、

そ の一 連 の 留数 は Poincare-Hopfの 場合 以 外 には 、 本 質的 に は 一 種し か存 在しな

い 。こ れ ら の留 数 が 葉 層構 造 の 特異 点 の 局所的 な振る 舞いのみ によるも のであ る

のに対 して、 tangential indexは葉層 構造と 底空間上 の解析 的曲線の 「接し方」に

関 し て 定 ま る 指 数 であ る 。 これ は 1996年 にM.Brunellaに よ って 一 般 的に 定 め ら

れ 、底 空 間 がコ ン パ ク トで あ る とき に そ の和を 与える 指数定理 が彼によ って示 さ

れ てい た 。 そし て 、 筆 者が 解 析 的曲 線 の コンパ クト性 のみを仮 定した別 証明を 与

えた。

  1Yを 複 素 曲 面 と す る 。 X上 の 一 次 元 葉 層 構 造 ア と は Xの 接 層 Oxの 階 数 1の 部

分 層 ア の こ と を い う 。 ア に は 自 然 に 正 則 直 線 束 Fが 対 応 し 、 TXを Xの 接 束 と し

て 、 自 然 な 束 写 像 F - TiYが 存 在 す る 。 こ の 束 写 像 が 単 射 で は な い Xの 点 の集

合 をァ の 特 異点 集 合 と いう 。 そ して 、 特 異点集 合が孤 立点のみ からなる 場合、 葉

層 構 造 ア は reducedと 言 わ れ る 。 本 稿 で は 葉 層 構 造 は す べ て reducedな も の と

する。

  サ（エ，リ）を二変数斉次対称多項式、Crl二二ニエ十リ，U2ニニヱリ，二変数多項式I/)(X，リ）を

lp(x，め ＝サ（げ 1，U2)によ って定め る。こ のとき、葉層構造アの特異点集合の元p

と め に 関 し て 、 Baum-Bott留 数 が 定 ま る 。 こ の 留 数 は ァ の pの 近 傍 で の 挙 動 に

よ って 定 ま る複 素 数 で あっ て 、 更に 、 底 空間 Xが コン パ ク トで あ る とき にはそ の

和 は 仮 想 束 TtY -Fの 特 性 類 砂 （ TX- F)に 等 し い 。 こ こ で ） 、 ciを 仮 想 束 TX-F

の i次 Chern類 と し て 、サ （ TX- F)〓 7p(ci， C2)で あ る。 特 に 、ゆ 〓 び f， Uの 場

合 が 重 要 で あ り 、 後者 の 場 合、 Baum-Bott留 数 はPoincare-Hopf indexに一 致 す

る。前者の場合の留数をBaum-Bott indexと呼ぶことにする。

  Cを 底 空間 1Y上 の（ 被 約 ）解 析 的 曲線 と する。 Cは ァによっ て不変な 曲線で はな
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い、っまり、/，りをそれぞれC，戸の局所定義関数、局所生成元として、り（/）ぜ(f)

であると仮定する。Cの一般の点ではァの葉はCと横断的に交わっているが、Cの

接線方向と葉の方向が一致する点も存在する。そこでCと戸の接点集合を、葉と

Cの方向が一致する点の集合及び、Cとァの普通の意味での特異点集合との和集

合とする。この接点集合Tはり（/）〓0で特徴っけられる。接点集合は孤立点のみ

からなると仮定する。接点集合の各点pに関して、そこでの接し方の度合いを測

る指数として、tangential indexが定められる。NをCの非特異点集合の法束の、

Cの近傍への正則な拡張とすると、このtangential indexは仮想束N-Fの一次

Chern類c:l(N - F)の接点集合への局所化と捉えることができる。実際、Cがコ

ンパクトであれば（Xのコンパクト性は仮定しない）、その和はcl(N - F)^ [C]

に一致する。ここで、［C】はCの基本類である。

  一方、，X上の余次元1の葉層構造どをXの余接層s2,Yの階数1の部分層として

定める。この場合も前の場合と同じく、正則直線束Eが対応し、自然な東写像

E→ T゙ Xが存在する。この束写像が単射にならないXの点の集合を特異点集合

とぃう。それが孤立点のみからなる場合にどはreducedであると言う。底空間が

二次元でreducedなもののみを考えている場合には、これらニつの葉層構造は一

対一に対応する。更に、Eをどに対応するべクトル束（どの余法束とぃう）として、

アとどが互いに対応するものであるとすると、葉層構造の接東と余法東の間には、

ぬ をXの標 準東 として 、E=F○ぬな る関 係が ある。 この関係を用いて、F

を 用い て述べ られ てい る上 述の指 数定 理を Eで 書き下すことができる。

  ヤをX上の有理型関数とする。微分dヤを考えることによって、余次元1の葉

層構造を定めることができる。この葉層構造はャの臨界点や不定点をその特異点

集合として含み、各葉はジのフんイバーとなっている。この余次元1の葉層構造

に対して本稿では上述の三種の指数及ぴ指数定理を適用している。有理型関数の

極因子上にはない特異点に関してはPoincare―Hopf index, Baum-Bott indexとも

に簡単に計算できる。極因子上にある特異点のBaum-Bott indexも本稿では計算

してあり、またPoincare-Hopf indexに関してはぃくっかの場合を計算してある。

これは、二変数の多項式から定まる、射影曲面上の葉層構造や、そのmodification

の指数を計算するのに有用である。これによって、二変数多項式の無限遠方での

挙動に関する公式を得ることができる。一方、一般の底空間、で、解析的曲線Cと

C上で定数ではない有理型関数による葉層構造に関するtangential indexが完全

に計算される。C上での有理型関数とはC上で定数ではなく、Cの近傍において

有理型な関数の制限であると考えるのがもっとも自然であるが、このtangential

indexはこのように定めた“C上の有理型関数”の臨界点での位数を与えると考え

られる。実際、Cが非特異な場合、tangential indexはその有理型関数のCへの制

限の各点での位数と一致している。Cがコンパクトな場合、指数定理はそれら位

数の和を与える公式となっているのである。

  最後に本稿では、ベクトル場のblowing－upに関して述べて、tangential index

がblowing-upによってどのような挙動を示すのかを表す公式を導いている。
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    Some indices of singularities of holomorphic

    foliations on complex surfaCeS．

（複素曲面上の複素解析的葉層構造の特異点のいくっかの指数について）

  近年、複素解析的葉層構造の特異点に付随した不変量としての指数、留数に関する研究

が盛んに行われている。これらを具体的な場合に明らかにすることは重要な問題である。

  本論文では複素曲面（二次元複素多様体）上の複素解析的葉層構造の特異点に関する

三つの指数(Poincare－Hopf index，Baum－Bott index，tangential index)について考察され

てVゝ る。Poincare-Hopf indexはべクトル場に関しては古くからよく知られているが、P．

Baum，R．BottはPoincare-Hopf indexを葉層構造の法層のChern類の局所化とみなし、

一連の留数として拡張した。本論文ではまず葉層構造が有理型関数から定められる場合

にこの留数を解析し、留数公式を得た。応用として、2変数多項式が与えられたとき、そ

の定義域をコンパクト化した空間上に自然に定められる葉層構造に対する指数公式が得

られ、これは多項式の無限遠での挙動を解明するうえで有用なものである。これは、Le

Dung Trangの問題の解答を与えるものでもある。

  もうーつの指数として、複素曲面上の葉層構造の非不変曲線に関する指数(tangential

index)が考察されている。tangential indexは葉層構造と底空間上の解析的曲線の「接し

方」に関して定まる指数で、M. Brunellaによって導入され、その和を与える指数定理

が彼によって示されていた。本論文ではこの定理の更に一般の場合にも通用する見通しの

良い別証明が与えられている。また、この指数を特異点のblow－upに依り具体的に計算

出来る式が与えられており、これを用いると原理的にすべての場合にこの指数を計算でき

ることになる。特に、葉層構造が有理型関数から定められる場合に具体的公式が得られて

いる。

  これを要するに、著者は、複素曲面上の葉層構造に対し種々の興味深い公式を得たも

のであり、これらは複素解析的葉層構造の解明に極めて有用で、複素解析幾何学に貢献す



るところ大なるものがある。

  よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものとみとめる。


