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くハンケル変換とフーリエ変換に対するアーベル・夕ウバー型定理について）

学位論文内容の要旨

  本論文の主要結果はハンケル変換・フーリエ変換に対する新しいアーベル・タウ

バー型定理である。ここで扱うアーベル・タウバー型定理は、モ→ooとしたとき

の漸近挙動f（め～£（モ）t-p（p冫0かっゼはslowly varying）を′のハンケル変

換肌（エ）（またはフーリエ変換）の言葉で特徴付けるものである。ただしf（モ）は

［0，oo)上の局所可積分関数でt→ooのとき最終的に減少しながら0に収束するも

のとし、無限遠点の近傍で定義された正値可測関数ゼがslowly varyingであるとは、

ゼ （ ぬ ） ／ ゼ （ エ ） → 1（ エ →   oo)  VA冫0が成 り立 っ こと とす る。

  簡単のためレ＝－！即ちコサイン変換の場合の背景を述べる。この主題は古くは

Hardyの研究にまで遡る事ができ、p>0かつp≠1，3，5，…のときはKaramata

の理論、即ちregular variationの理論を用いて結果が得られた。p二ニ1，3，5，…の場

合は例外的でこの手法が使えず、異なる扱いが必要であることが認識されていたが

未解決のままであった（ニの例外値はcosエのベキ級数展開と関係があり、一般のハ

ンケル変換の場合はレ十！，レ十を…が例外値となる）。1995年に井上昭彦[Il]は

de Haanの理論、即ちrI-variationの理論を用いてp二二ニ1の場合を解決した。本論

文は、残るp〓二ニ3，5，…の場合を解決した。

  ［0，oo)上の関数んがt→ooのとき最終的に減少しながら0に収束し、かつ、実

数レ≧―1/2についてt″十きh(t)E工も。［0，oo)を満たすとする。このときんのハンケ

ル変換H″を

    H″（z）：〓Zoo―んm（x）ソ。ん（zt）出（0くzくoo）

で定義し、さらに

  凡＊い屮圭十2llu(l/x)吾¨イoOt.+~+2jh(t)dt…冲´j
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とおく。ただしん（エ）はBessel関数

    。。 C  （ー1）’
んかE.,jXu+2j，CuiJ：二ニ茅胤ゴ！．r（川十1）
    j：0

である。

  また、可測関数rがntに属するとは、ある定数cに対して

{f(Ax) - f (x)}/~(x)    clogA    (x    oo)    VA > 0

が成り立っことをいい、このときcを′の~-indexという。

主定理．関数んは実数レ冫―1/2についてt″十きん（めEL:o。［0，∞）を満たすとする。

このとき自然数nとslowly va7-yingなゼについて

(1) ん（め～t－p―ミ－2”ゼ（め(t→oo）

となるための必要十分条件は

（2）Zoot冖ミ十2” h(t)dtくooかっiL一まnzに属し、そのゼ‐indexはqn

である。

  なお上の定理の条件(2)におけるんの関与は’/＝士1の場合には消去できる。実際

井上との共著の論文[IK]において、定理1を用いてFourierコサイン変換（レ＝ーわ

やFourierサイン変換（レ-2）の場合には完全に凪だけの言葉で(2）を言い換

えることができることを示した。コサイン変換の場合の結果は、確率変数の分布の

tail-sumの挙動と特性関数のそれとの間の関係に直ちに応用される。また、主定理

を応用してフーリエ級数に関するR．P． Boasのopen problem (1967年）に答を与

えることができた。
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学位論文審査の要旨
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    学位論文題名
Abel-Tauber theorems for Hankel and
    Fourier transforms．

（ハンケル変換とフーリエ変換に対するアーベル・夕ウバー型定理について）

  regularVanationの理論は、J（）vanKaramaぬによる有名な1930年の論文にお

いて創始された。Karamataの仕事の画期的な点は、新理論のタウパー型問題への

応用に あり 、こ れはい わゆる「Harm卩UtuewoodーKaramataの理論」と呼ばれ

るもの に発 展し た。Karamataのアイデァは、その後Karamataとその協力者が

形成した「ユーゴスラピア学派」により、1930年から1960年代にかけて発展した。

W皿 amF・enerは regmarvanationが確率論への応用の大きな可能性を持つこと

を洞察し、その確率論の教科書（1968年，1971年版）により、この理論に対する

一般の興味を呼び起こした。

  regmarvanationのある種の一般化として兀→vanationがある。これを用いて、

deHaanは1976年に、ラプラス変換に対するタウバー型定理を定式化し証明した。

これは、re母llarvanationでは捕らえられなかった「境界の場合」を解明したも

のであった。現在では、regmarVanationと同様に、兀―vanationに対しても、

アーベル型、夕ウパー型、マーサー型定理が（大体）成立するということが、分

かっている。

  応用の面では、ラプラス変換（やぺき級数）に対するタウパー型問題と同様に、

フーリ工変換（やフーリエ級数）に対するタウバー型問題が重要である。フーリ

エ級数や変換に対するタウパー型問題の研究は、古くは今世紀初頭のHardyの頃

まで遡る。しかし、条件収束性その他によルラプラス変換よりも取り扱いが難し



く、またそれ以上にフーリエ変換に特有の現象もあって、これまでの解決は必ず

しも満足のいくものとは言えない。

  例えぱ、次のような素朴なタウパー型問題がこれまで未解決であった。

    pを3以上の奇数とし、fを［0，oo)上で定義された有界な関数で、単調に

    減少しながら0に収束するとする。この時、漸近挙動

    f(t)～tp  くt→oo)  （＊）

    をfのcosine変換の言葉で特徴付けよ。

（p=lの場合も未解決であったが、1995年に井上昭彦により解決された）。この

問題は、本論文で得られた（フーリエ型積分変換である）Hankel変換に対するタ

ウバー型定理により、ようやく解決されることになった。

  cosine変換に対するタウパー型問題についてこの論文で得られた解決のポイン

トは(Hanke1変換に対するそれについても同様だが）兀一lvanationの概念の適用

にある。実際、fの漸近挙動（＊）はre訊11arvanationのタイプであるのに対し、対

応するfのcosme変換の挙動の記述には兀一vanati○nの概念が必要となるという認

識が遅れたことが、この問題の解決に長い年月を要した原因と思われる。

  本論文のHanke1変換に対するタウパー型定理の応用として、R．P．Boas著

    ̈ Integぬb血tytheoremSfbrtrigonemtnCtmSformS̈ （Spnnger1967）

中で提起された問題「単調とは限らないフーリエ係数に対するタウパー型定理を

証明せよ。」が解決されている。

  これを要するに、本論文は、フーリ工型積分変換に対するタウパー型問題につ

いて重要な新知見を得たものであり、既存の理論の重大な空瞭を補うという点で

貢献する所大なるものがある。

  よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認

める。


