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（3次元ミンコフスキー空間内の曲線及び曲面の生成的微分幾何学）

学位論文内容の要旨

  本 論 文 で は 、 特 異 点 論 を 応 用 し て 、 3次 元 ミ ン コ フ ス キ 一 空 間 内 の 曲 線 や 曲 面 の ロ ー レ ン

ツ不変量を研究した．

  本 論 文 は 、 二 つ の 部 分 か ら な る ． 第 一 部 は 、 3次 元 ミ ン コ フ ス キ 一 空 間 内 の 曲 線 に 関 す る

研 究 で あ る ． 空 間 的 曲 線 に つ い て 、 ユ ー ク リ ッ ド の 場 合 と の 本 質 的 な 違 い は 光 錐 の 存 在 で あ

る ． そ こ で 、 光 錐 的 ガ ウ ス 写 像 、 光 錐 的 双 対 曲 線 と 光 錐 的 可 展 開 面 な ど の 概 念 を 導 入 し 、 そ

れらの特異点とローレンツ群の作用に対する幾何不変量の関係を研究した，

  皿 iを 3次 元 ミ ン コ フ ス キ ー 空 間 と す る ． こ の 空 間 は lR3上 に 擬 内 積 く ピ ， リ 冫 ＝  -x'1Yi十

X2鴕 十 x3y3を 考 え た も の で あ る ． こ の と き 、 ベ ク ト ル ぷ が く £ っ ァ >>0を 満 た す と き 空 間 的 、

£ が く z， x>く 0を 満 た す と き 時 間 的 、 く ヱ 、 £ 冫 ： 0を 満 た す と き 光 的 で あ る と 言 う ． ま た 、

x〓 (Xl， 22，X3） ，リニ ニ（飢 、弛’ 恥）E1R~に対して擬外積をピハリニニ（―(X2恥- X3Y2），X3 Y1―

Xl恥，ピ1鴕- x2Y1）で定める，

  7： 1→ 1R?を 正 則 曲 線 と す る ． 曲 線 7が 空 間 的 曲 線 で あ る と は そ の 接 ベ ク ト ル が 空 間 的 で

ある こ ととす る．又 、ベ クトル 2の ノJレ ムを 1｜ピ ll二ニ 、汀く ピ，£ 冫｜ で定め る，さ らに、 空間的

曲 線 に 対 し て は ユ ー ク リ ッ ド 空 間 の 場 合 と 同 様 に 弧 長 sに よ ろ パ ラ メ ー タ ー 付 け が い つ で も

可能で 、この 場合も やはりI17′（s）1｜=1である．このとき、t(s)二二ー′′（s1とおき、単位接ベクト

ル、ん（5）二ニv代7″(s)，7′´(s)冫Jを曲率、あ（s）≠0のとき7″(s）〓ん（s）．n（s）で決まるn（s）を

単位 主 法 線 ベ クト ル と 呼 び 丶 6（ s） 〓 ¢（ s） 八 n(s)を単 位従法 線ベ クトル と呼ぷ ，さら に、 以下の

Frenet- Serret型の公式が成り立つ：Ź (S)〓ん(s)-n(s），n′(s）：ー6（7（5〕）．k（s）．Z（s）十r(s) -b(s)，

6′（s）：r（5）．n（s）．ここでT（5）は捩率を表し、6（7（s））はペクトルn（s）の符号で、空間的な

と き 1、 光 的 な と き o、 さ ら に 時 間 的 な と き ー 1と 定 め る ． し か し 、 こ の 公 式 は ん 「 s1＝ Oな

る 点 で は 成 り 立 た な い の で 、N(s)二ニ 7″ (S)と ロ （ 5）： t（ s） 八N (s)を 考 え 、 N(s)を 単 に主 法

線 ベ ク ト ル 、 B(s)を 従 法 線 ベ ク ト ル と 呼 ぷ ． 又 、 ベ ク ト ル N（ s） 土 B(s)は ぃ っ も 光 的 ベ ク

ト ル で あ る こ と が わ か る ． さ ら に 、 ん （ s） =0の と き べ ク ト ル W（ s） 土 B（ s） は N(s） に 平 行 で

ある ． そ こ で 、光 錐 的 高 さ 関 数ロ ： IxSl_→ 皿 ； H（ s， ロ ） ＝く ー ′ っ ロ 冫と ぃ う ロ ー レン ツ 不変

な 関 数 の 特 異 点 と ロ （ ． s， り ） の 1バラ メ ー タ ー 開 折と し て の 判 別集 合 を 考 え るこ と に よ り 、光

錐 的 ガ ウ ス 写 像 工 G才 ： f一 ヰ ； 工 G才 （ s） ： N（s） 十 B（ s） と 光 錐 的 双対 曲 線 工 P-v+： f→Co；

工財（ s） 〓く7（5）っ N(s） 十Bfs）冫． （W（s）十B（s））と ぃう 写像が 定義さ れる．ここで、Sl-＝

（ピE.IR~Iに〓（ 十1，X2， ゼ3） 、に ！十ピ j〓 1）， C＝ tピ モHZ3Iく．ピ一p。ゼ-p冫〓0jpElRj'}-{p｝

で あ る ． さ ら に 、 特 異 点 理 論 の 一 般 論 を 用 い る こ と に よ り 、 ジ エ ネ リ ッ ク な 空 間 的 曲 線 イ に

対 し て 、 光 錐 的 ガ ウ ス 写 像 と 光 錐 的 双 対 曲 線 は そ れ ぞ れ あ る 点 で 折 り 目 点 と カ ス プ 点 を 持 つ

必 要 十 分 条 件 は こ の 点 で 1の 曲 率 が ゼ ロ で あ る こ と が わ か る ． こ の 曲 率 関 数 は 光 錐 的 高 さ 関

数 の 特 異 点 を 研 究 す る 際 導 い た ロ ー レ ン ツ 不 変 量 で 、 以 下 の 幾 何 学的 意 味 を 持 つ ，、 ′ は 空 間

的 曲 線 で 7″ (5） ≠ 0を 満 た す も の と す る ． こ の とき 、 ん （ s）三 0で あ る 必要 十 分 条 件 は 7″ が 原

点 を 頂 点 と す る 光 錐 Ć 6上 の 曲 線 で あ る ． ま た 、 ロ ー レ ン ツ 距 離 2乗 関 数 G： ′ x皿 i→ 皿 ；
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G(s，り）＝く7-U、7ーり冫とぃう不変関数の判別式を考えることにより、光錐的可展開面

工D7：Ix皿-皿2；工D7(s、u）二ニy(s）十u（n（s）十6（s））とぃう写像も考えられる．実際ジ
エネ1Jックな空間的曲線イに対して、この曲面の特異点はカスブの軌跡とッバメの尾である

ことがわかる．そしてツバメの尾に対応すろ曲線7上の点は（ん′干丁ん）（s）=0を満たす．こ

の不変量はローレンツ距離2乗関数の特異点を研究する際導いたもので、以下の幾何学的意
味を持つ．7は空間的曲線でた（s）≠0を満たすものとする．このとき、（ん′-Tん）（，s）三0で

ある必要十分条件はp士‘7（s）十可希而（n（s）土6（s））が定ベクトルであることである．この

と き、1がpを 頂点と する光錐 Cん上 の曲線 である． また、 非光的曲線に対して、従法線
標形や焦可展開面などの概念を導入エすれば、ユークリッド微分幾何で得られた事実のアナロ

ジーが出来る．ただし、ユークリッドの場合との違いは接触球を考える代わりに接触擬球や

接触双曲面を考えることである，

  第二部では、田i内へはめ込まれた閉曲面のガウス写像の特異点の分類及び安定性につい
て 研究した ．古典的には3次元ユークリッド空間内の向き付けられた曲面に対しては、各

点における単位法ベクトルを対応される写像がガウス写像であり、その値を単位球面上に

取る，しかし、皿i内では、空間的ベクトル、時間的ベクトル、光的ベクトルの3種類のペ
クトルが存在し、特に光的ペクトルはノルムがゼロとなる．従って、曲面の擬法ベクトルが

光的のとき、その方向の長さ1のべクトルは考えることができない．このため、ユ…クリッ

ド的ガウス写像に類似の概念は、曲面の擬法ペクトルが光的以外の所でのみ定義される．一
方、曲面上には常にミンコフスキーの距離に依存した擬法ベクトルが定まる．ここでは、上

記の困難を避けるため、値を射影平面に取るガウス写像を考える．

  n，nをそれぞれZRiの点とべクトルとする．このとき、く竹，ヱ―0冫〓0を点nを通り、
ベクトルnをこの平面の擬法線ベクトルとする平面の方程式と呼ぶ．ここで、よは平面上の

点である．又、nは空間的、光的、時間的であるとき、この平面をそれぞれ時間的平面であ

る、光的平面である、及び空間的平面であると呼ぷ．
  今 、Mを コ ンバ ク ト 2次 元 多 様体と し、/：M→皿iをはめ 込みとす る．こ のとき写 像

N（/）：M→皿P2；ピH（Xい（z）八X″（ヱ））凪をM上のノに同伴する射影平面値ガウス写

像とぃう．ここで、X：X（u，り）5まノ（M）の局所バラメーター表示である．即ち、W（′）（ピ）
は£E/（M）における接平面巧（f）′（M）の擬法線方向である．さらに、/（M1における

擬 法 線 方向 に 依 存し て Mは以 下 のよう に3種類の部 分集合 ヘ分割さ れる．A廴´ ：tエ E

MIXい（z）八X″（“）：時間的），Mf′：tzEMlXい（z）八ズ″（z）：光的），衄´：tzE
MfX″（ピ）八X″f¢）：空間的）．ここで、nん′を空間的部分，Aん´を光的部分，A轟′を時間的部分

と呼ぷ．瓜M，皿わ：〓（/l/：nfー皿i：はめ込み）とおき、J（Mっ皿わにはCoo．topology
を考える．又、/E凡M，皿i）に対して、その射影平面値ガウス写像N（/）の特異集合をノ

の放物型集合と呼ぷ，このとき、第二部では以下の主な結果を得た，
  定理．稠密部分集合〇く瓜M，皿わが存在して、任意のノE〇に対して以下が成り立つ．
  （1）ノの放物型集合は正則である（放物的軌跡と呼ぷ）．

  （2）ノの放物的軌跡において、有限個の点はカスブ点であり、それ以外のすぺての点は折
り目点である．

  （3）ノの光的点の全体は正則曲線である（光的軌跡と呼ぷ）．
  （4）ノの放物的軌跡と光的軌跡は横断的に交わり、その交点は射影平面値ガウス写像の折

り目点である．
  （5）ノの光的軌跡において、接線は光的である点からなる集合は孤立点の集合となる，
  （6）ノの放物的軌跡において、接線は光的であろ点からなる集合は孤立点の集合となる．

    以上。
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学位論文審査の要旨
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    学位論文題名
Generic differentialgeometryonCurVeSand
    Surf．aCeSinMinkOWSki3‐SpaCe

（3次元ミンコフスキー空間内の曲線及び曲面の生成的微分幾何学）

本論文では、特異点論を応用して、3次元ミンコフスキー空間内の曲線や曲面のローレンツ不
変量を研究している．
第一部では、3次元ミンコフスキー空間内の曲線に関する研究を行い、空間的曲線について、
ユークリッドの場合との本質的な違いである光錐の存在に着目し、光錐的ガウス写像、光錐的
双対曲線と光錐的可展開面などの概念を導入し、それらの特異点とローレンツ群の作用に対
する幾何不変量の関係を研究している．
凪iを3次元ミンコフスキー空間とする．この空間はlR3上に擬内積くェ，リ冫＝ーxi Yi十x2Y2十
X3y3を考えたものである．このとき、ベクトルェがくェ，エ冫冫0を満たすとき空間的、エが
くェ，x>く0を満たすとき時間的、く2，よ冫〓0を満たすとき光的であると言う．この光的ベ
クトルの存在がユークリッド幾何学との本質的差であり困難性でもある．本論文では、幾何学
的直感ではとらえにくいこれらの概念にたいして、光錐的高さ関数とローレンツ距離2乗関
数と言う関数を新たに定義しそれに特異点論を適用することにより幾何不変畳の性質の研究
を行っている．これらの関数の特異点論の応用は従来の研究には見られないまったく独創的な
ものである．
第二部では、ミンコフスキー空間内へはめ込まれた閉曲面のガウス写像の特異点の分類及び安
定性について研究している，古典的には3次元ユークリッド空間内の向き付けられた曲面に対
しては、各点における単位法ベクトルを対応される写像がガウス写像であり、その値を単位
球面上に取る．しかし、ミンコフスキー空間内では、空間的ベクトル、時間的ベクトル、光的
ベクトルの3種類のベクトルが存在し、特に光的ベクトルはノルムがゼロとなる．従って、曲
面の擬法ベクトルが光的のとき、その方向の長さ1のベクトルは考えることができなぃ．この
ため、ユークリッド的ガウス写像に類似の概念は、曲面の擬法ベクトルが光的以外の所でのみ
定義される．一方、曲面上には常にミンコフスキーの距離に依存した擬法ベクトルが定まる．
ここでは、これらの困難を避けるため、値を射影平面に取るガウス写像を考えその特異点と曲
面の幾何不変量の関係、ガウス写像の安定性等について研究している．この場合も、光的ベク
トルが存在する為の困難をガウス写像の定義を変えることにより回避すると言う独創的アイ
デアを用い曲面の幾何不変畳を研究しており、このアイデアは高次元の場合にも当然拡張され
ると思われ、今後の発展が多いに期待できる．
これを要するに、著者は特異点論の応用としてのミンコフスキー空間内の曲線及び曲面のロー
レンツ微分幾何に関して新知見を得たものであり、微分幾何学及び特異点論に貢献すること大
なるものがある．
よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める，
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