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学位論文内容の要旨

本研究対象は，GK Z-超幾何系と呼ぱれる一般化された超幾何関数に解を持っような線形偏微

分方程式系に対応するワイル代数（微分作用素環)D上の加群MA(p)のD-不変量である．こ

こでMl（めとは， 整数係数のdxn行列Aとd次元 複素パラメータpの2つのデータから

決まるD-カロ群である．本研究では，組み合わ世論的に定義された有限集合を導入した上で、“

代数的局所コホモロジー群”と“一般点の周りでの解空間の次元（ホロノミック次元）”という重

要なD-不変量の構造を，それぞれ行列Aが特別な場合において記述した．これらの研究成果

の詳細を述べる前に，これらの研究の背景から述べることにする．

  W. Miller氏の“Lie theory and genera1江ationofbやば轡めmetricfuntion8”（SL！噺J・

AppLM8th．25（1973）），lkab卿．8ki氏の“Multiplehyperg的metricfuncti0珊andsimple

Lieal髀br鷂Sエand跏”（SIAMJ．Math．Anm．16（1985））の論文によって，ガウスの超幾何

微分方程式の一般化の位置づけとして，ん超幾何系の原点とも言うべき線形偏微分方程式系が導

入された．その後，Gel’hnd，Graev’Kapr鋤10v氏達の‘‘H010nomic町ぢ七emS0fequa．tionSand

蘭ri岱0fhyperg叩me1ヒric衂pe”（D0kLAkad．NaukSSSR295（1987）），Gerfand，K叫蛾班w，

Zelevin8ky氏達のqbpergeometricfunctionsandtoricv釘ietie8”（Fhm匸t8ionaLAnaLi

Pri10zh曲23（1989））において，現在定義されている小超幾何系Ah（みが導入された．そし

て後者の論文を機に，´い超幾何系とトーリック多様体との関連性に着目した体系的な研究が始

まった（このような経緯から，A超幾何系と呼ぷ代わりに，この三者の頭文字をとって（；KZI

超幾何系と呼ぶことも多い）．特にこの論文では，M▲（みの特性多様体の既約分解と，行列A

から決まるアフィントーリック多様体の（行列Aを通した代数的トーラスの作用による）軌道

分解との問に，一対一の対応があることが見出され，さらに行列Aから決まる半群環C［N刈が

Q’h．ぬmぬubヴ環とぃう特別な場合においては，特性多様体の各既約成分の重複度の計算も

なされた．特に，一般点を含む既約成分の重複度（即ち，ホロノミック次元）に関して，以下の

定理が証明された．「行列Aを構成する列ベクトルのなすzdの部分集合を再びAで表すこと

にする．もしAが原点を含まないーつの超平面に含まれ（この条件を“斉次”と呼ぶことにする

），かつAから決まる半群環C［ぶM］がCDhenlMacaubザ環であるとするならぱ，M．A（めのホロ

ノミック次元はパラメータpに依存せず常に一定であり，それはAと原点とで張られる凸包

の正規化された体積（vol（qと書く）に等しい．」以後，様々な研究者違によって，眦（みのD一

不変量の研究，特に，Sturmfek氏によって立てられた，ホロノミック次元に関する上記の定理

の逆命題，っまり，「任意のパラメータpに対してAhp）のホロノミック次元が常にvol（創

と等しいのであれぱ，半群環C［ぶ洲はCbhellニlM恥恥laヴ環であろう．Jという予想を解決する
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研究がここ数年の間に盛んに行われた．この問題に関しては，Matusevich，E．Miller，Walther

三氏の共著論文“Homologicalmethod8f（’rhypergeometricfamilieず（J．Amer．Math．Soc．

18（2005））において，ようやく肯定的に解決された．

  これ以外の重要ナょ問題もまだまだ多くある．本研究において着眼した問題は以下の2っであ

る．

（一つ目の問題）C［NA1がQ）11enふbc釧】la，y環とは限らぬ場合のホロノミック次元の明示的な

記述（次元公式）を与えよという問題．

（二っ日の問題）各々の軌道に関するMI（み（厳密にはM・A（みの形式フーリエ変換）の代数的局

所コホモロジー群の構造を明示的に記述せよという問題．この問題は，先ほど述べた「M▲（み

の特性多様体の既約分解と，行列Aから決まるアフイントーリック多様体の（行列Aを通した

代数的トーラスの作用による）軌道分解との間に，一対一の対応がある」という事実に基づく

自然な問題である．

  これらの問題は重要性があるにもかかわらず、当初からそれほど研究が進んでいない，本研

究は以上の問題の解決に向けての研究となっており，これらに対する部分的結果をまとめたも

のとなっている．以下にその内容を述べよう．

  （ホロノミック次元の明示的な記述について）本研究に着手した時点では、既存にあった明

示的な記述（次元公式）は，齏藤，sturmfek，高山氏達の共著書籍“Grるbn．erDefbrmatio舳0f

恥世rgめ皿etri・cDi驫mtialBquation8”（Spr血gば1卿9）にある，行列Aの階数が2である時

と斎藤氏の論文”IqprithIいheA・hyperg的metric闘ri齬”（nlkeMath．J．115（2002），n0．1，

5p73）にある，Aの張る凸包が原点を含まナょいd―1次元8血lplex（Aは斉次になる）となる

時にしか与えられていなかった．そこで本研究では，より一般的な場合を考える際に以下の方

法を取った．まず始めに，与えられた半群環C［ぶM］とそれの正規化した環C園司との“差”と

パラメータpとの関係を厳密に論じる必要があると考え，この差が上手く反映されるように，

“瑪嘗rg的metricfuncti0舶and矧c…ieti齬”で導入された非可換な“Ko銘ul複体”を一般化

した．実は，‘‘H0molo画cmmethod8f‘）rbperg閏metrichImli儲”に出てくるEule卜K僞zul複体

とほぼ同じ概念であるが，本研究ではこの複体をさらに一般化し，」4―hypergeometricDcomplex

と名づけた．次に，この複体から構成されるD・一カH群の導来圏の中での三角形（dbt洫gu江hed

trぬngle）の構造に着目し，この複体の構造を決定する組み合わせ論的見地から定義された有

限集合を新たに導入した，その有限集合は比較的調ぺやすい対象となっており，他のD．不変

量の計算にも役立っ期待は大いにあると言える．実際のところ，次に述べる代数的局所コホモ

ロジー群の記述に関しても有用であることが分かった．この有限集合の構造を通じて．ホロノ

ミック次元を解析したところ，第ーの結果として，その集合が比較的単純な構造をもつ場合に

おいて，ホロノミック次元の明示的な記述を与えることができた（ここでは行列Aの階数に特

に制限はナょい）．また第二の結果として，行列Aの階数が3の時のホロノミック次元の明示的

な記述をパラメータごとに完全に与えることができた．これらの結果をここで具体的に述べる

には紙面を要するので，詳細は“Ab霤狸ば珊．et血mnksf（’r缸icthr飴folds”（Intematぬl

Mathemati岱R的BarchNDtic圏に投稿中），本学位論文では第3，4節を参照されたぃ，

  （代数的局所コホモロジー群の記述について）比較的性質の良いとされる，半群環C［N川が

Q）heいM馳恥lay環の時の記述に取り組んだ．方法としては，まず最初に，C［ぶM］が正規の時，

AhypergeometricD．compl餓はパラメータpに依らず非輪状であるという事実が，くbheい

Ma鵠ulaヅというより緩い条件下でも成り立っことに着眼した．そして，この複体と局所コホモ

ロジー群を与える複体（チェック複体）から作られる二重複体の計算を行い，先ほど「ホロノミッ

ク次元Jのところで述ぺた有限集合も用いた結果．局所コホモロジー群がある2種類のDlカロ群

の外部テンソル積たちによって直和分解されることが分かった．特に局所コホモロジーが消滅

するパラメータpについての条件も確定することができた．この直和分解の記述も紙面を要す

るので，詳細は“Lo鵠lmhomologyH10dulesofハhypergeometricsystemofのheIlニIMacauhy
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type”(Tohoku Mathematical Journalに掲載予定），本学位論文では第5，6節を参照されたい．

  以上が本研究で得られた結果である．
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学位論文審査の要旨
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    学位論文題名

On the holonomic ranks and the algebraic local cohomology

    modules of4―hypergeometric system in special cases

（特別な場合での4―超幾何系のホロ丿ミック次元と

    代 数 的 局 所 コ ホ モロ ジー につ いて ）

  A‐超幾何系とは，1970年代にミラーにより定義され，1980年代後半にゲルファント等

により組織的研究が始められた偏微分方程式系であり，通常の超幾何微分方程式系にパラ

メータに対応する新しい変数を導入し，対称性を高めたもので，トーリック多様体と強い

関連があることから様々な分野の研究者から興味を持たれている対象である．

  本論文では、A-超幾何系におけるニつの重要な問題についてホモロジー代数的考察を行

った。一つ目の問題はホロノミック次元（解空間の次元）の公式についてであり，二っ目

の問題はA-超幾何系のフーリエ変換の代数的局所コホモロジーについてである．

  このニつの問題の解決のため，本論文で著者はA-超幾何系より一般な概念「商A．超幾

何D-複体」を定義し（独立に，マツセヴィッチ・ミラー・ウオルターもこれと同様な概念

を導入した），さらにそれに付随する幾っかの組合せ的概念を導入し，詳細な考察を与えた．

また，導来圏における商A-超幾何D-複体の直和分解をこれらの組合せ的概念を用いて示

した．この分解定理により様々な問題が直既約なものに対して考えれぱ良いことになり，

従って，この定理は今後のA-超幾何系の研究に大いに寄与することが期待される素晴らし

い結果である．

  さて，一つ目の問題についての既知の結果は，「A」に付随する半群環がコーエン・マツ

コウレイの場合に任意のパラメータについてホロノミック次元が「A」（と原点と）の凸閉

包の体積と等しくなることや，行列Aの階数が2以下の場合や，「A」が斉次で，その凸閉

包 が 単 体 的 で あ る と き の 次 元 公 式 が 知 られ て い た こ と な ど だ っ た ．

  著者は行列Aの階数が3で，直既約の場合に次元公式を与えた．従って，上記の分解定

理と合わせて行列Aの階数が3の場合には完全に次元公式が得られたことになった．さら
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に著者は行列Aの階数はー般でパラメータが単純と呼ぱれる場合にも次元公式を与えた・

証明は，前記の組合せ的概念を用いて商A-超幾何D-複体を分解していき，それら分解さ

れた複体の部分オイラー指標を計算することによりなされる．

  二つ目の問題はA-超幾何系のフーリエ変換の代数的局所コホモロジーについてである．

A-超幾何系のフーリエ変換は，アフイントーリック多様体を台として持つ．従って，アフ

イントーリック多様体の各軌道に関する代数的局所コホモロジーを考察することは大変重

要なことである．にも拘らず，これについて先行する研究はなく，その研究が待たれてい

た．著者は，「A」に付随する半群環がコーエン・マツコウレイの場合に全てのパラメータ

に対して，A-超幾何系のフーリエ変換の代数的局所コホモロジーの詳細な記述を与えた．

これはまず，チェック複体と商A-超幾何D-複体とによる二重複体を考え，著者により導

入された前記の組合せ的概念を用いてこの二重複体のコホモロジーを計算し，A-超幾何系

のフーリエ変換の代数的局所コホモロジーを詳述した．さらに，著者はこの代数的コホモ

ロジーの記述から，「A」が斉次のとき，A-超幾何系のフーリエ変換の解層を計算した．

  著者は，本論文において，その豊富な可換環論，代数解析学，ホモロジー代数の知識を

駆使し，上記の問題を解決した．著者によるこれらの成果及びこれらの成果を導くために

新たに導入した概念は，A-超幾何系及び関連する理論において大変重要なものである．

  よって著者は，北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める．
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