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学位論文内容の要旨

  本研究は相対論的量子電気力学のーっの単純化であるDhac・Maxwellシステムにっいてのスペクトル

解析を行ったものである。Dirac-Maxwellシステムは相対論的詮電子と量子電磁場との相互作用を記述す

るモデルであり，数理物理学的に最も重要なモデルのーつである。近年，Pauli―Fierz模型をはじめとする

非相対論的場の量子論のスペクトル解析は飛躍的に進歩した。しかしそこで主に扱われてきたモデルは，

非相対論的な粒子，と相対論的なボース場（たとえば電磁場）の結合した系であり，物理的に考えて満足の

できるモデルではなかった。本研究で考察されるDirac-Maxwellシステムは，その非相対論的極限がシュ

レーディンガー作用素と量子電磁場の相互作用を記述するPauli・Fierzモデルに収束することが知られてい

る。その意味において，Dirac-MaxwellシステムはPa．uHーFierzモデルのーつの相対論的な一般化とみなさ

れる。DむaDMa瀞陀uシステムはDkac作用素で記述される電子と量子電磁場（光）が結合した系である。

D江鹸Maユ鴻瑚］システムで記述される電子は有限伝播性を持つ。っまり，電子の波東の遠さは光速度を超え

ることはたい。この事実は，Pami一Fier名モデルのような非相対論的たモデルとのーつの違いである。非相

対論的なモデルでは粒子はおもにScbr6d血ger作用素によって記述されるので，電子の波東の遠さは光速度

を超えてしまうが，D丑aclMa珊陀llシステムではそのようなことは起こらない。本研究では主に，外カポ

テンシヤルはをいものと仮定される。したがって外・カが仮定されたいため，系の全運動量は保存し，系の

ハミルトニアンロは全運動量の作用素のスペクトルで分解される。全運動量pE卿を固定したハミルト

ニアンをロ（p）と書くことにする。物理的には，日（p）は電子と光の相互作用を全運動量pE畷の系でみ
たときのハミルトニアンをあらわす・。元の全系のハミルトニアンは日（p）の直和であるから，各口（p）を

解析することロの性質も直ちに明らかとなる。このような理由から本研究では主にロ（p）が解析された。

光と電子の相互作用系では電子の電荷eが結合定数と見なされ，eを含む項が摂動項と見なされる。この

D江acIMaxやreuシステムではeを含む電子と光の電磁相互作用は，非摂動ハミルトニアンに対して相対有界

にすらならない。この事実がDむacIMa珊陀uシステムのスペクトル解析を困難にしている。まず，本研究

で日（p）が下に有界な自己共役作用素であることが証明される。この結果の証明では，量子場のComomb

ゲージ条件とDむac行列の反可換性が本質的に必要であった。この結果はH（p）によって記述される系には

最低エネルギーが存在することを意味する。この最低エネルギーE（p，M）と定義する。ここにM≧0は
電子の質量をあらわすパラメーターである。

  ロ（p）が固有値を持っとき，それに属する固有ベクトルはdressedelectronstateと呼ぱれる。これは電

子のまわりに光子の雲がまとわりっいている定常状態である。現実の電子はすぺてこのdre8sedelectron

8tateになっており，電子と電磁場の相互作用がゼロでない限り電子から光を切り離すことはできない。し

たがって，dres8edelectronstateの存在証明は，数理物理学的に重要である。物理学では，Dむac・M弧Weu

システムで記述される正のエネルギーの電子は，光を放出して負のエネルギーに落ちると考えられている。

したがってDiraclMむ贓uシステムでは負エネルギーのむessedelectronstateが存在することが自然に予

想される。本研究の主定理はロ（p）におけるdressedelectronstateの存在である。低エネルギー光子と電
子の相互作用を少なくした条件（赤外正則化）をっけたとき不等式E（p，M）くE（p，0）が成り立っならば
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E(p，M)はH(p)の固有値であることが本研究で明らかにされた。このdressed electron stateの存在で特

徴的なことは，本質的に全運動量pと電子の質量Mに制限がっかたいことである。これは非相対論的なモ

デルとは大きく異なる特徴である。非相対論的なモデルでは，dressed electronの存在には条件lpl/M≦c

が必ず必要である。ここにcは光速度である。なぜならば，非相対論的なモデルでは電子は光速度を超え

て運動することが可能であり，光速度を超えた電子が電磁場の中を運動するとCherenkov放射（ある種の
衝撃波）を放出してしまい，光が電子のまわりにまとわりっくことができないからである。Dirac-Maxwell

システムでは電子を相対論的に扱った効果がこのp，Mに制限がっかなぃことに現れる。

  以上をまとめると、本研究では電子と量子電磁場（光）を記述する系を運動量pに固定した系が主に考

察され，まずその系は最小エネルギーを持つことが証明された，次にその最小エネルギーは系のハミルト

ニアンの固有値であることが証明された。このことはDirac-Maxwellシステムによって記述される系では

負のエネルギーのdressed electronが存在すること意味する。
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    学位論文題名

Spectral Analysis of the Dirac― Maxwell System

    （デイラック・マクスウェルシステムのスペクトル解析）

  近年、量子的粒子が量子場と相互作用を行う系の数学的に厳密な研究が盛んに行われて

いる。しかし、その多くは量子的粒子が非相対論的な場合である（量子場は相対論的）．言

うまでもなく，量子的粒子の方も相対論的に扱う方がより一般的である．だが，量子的粒

子も相対論的な場合には，それが非相対論的な場合に比して，数学的な難しさが一段と増

すために，この方面の研究はなお未開拓の分野となっており，今後の発展が待たれている

状況にある。本論文は、このような現況を打開しようとする目的で行われた研究であり，

1個の相対論的電子が量子電磁場と相互作用を行う系ーディラック・マクスウェルシステ

ム―のハミルトニアンの数学的解析に関するものである．ここで扱われているモデルは，

相対論的量子電磁力学のモデルのひとっであり，応用上も重要な意味をもつ．

  本論文では，電子には外場が働かない状況が考察される．この場合には，系の全運動量

は保存され，全運動量のスペクトルに関して，ハミルトニアンは直積分に分解される．本

論文の主定理はこの直積分の各ファイバーをなす作用素H（p）―全運動量pのディラッ

クポラロンハミルトニアンとよばれるーのスペクトル解析に関わるものであり，次の結果

が得られた：（1）H（p）は下に有界である．したがって，H（p）のスペクトルの下限

E（P）は有限である．（2）E（p）はH（p）の固有値である（これをH（p）は基底

状態をもっという）．（1）の証明は，全然自明ではなく，モデルの固有の特質をいかした

一連の不等式を確立することによってなされた．（2）の証明は，さらに複雑で込み入った

ものであり，重層的な近似議論と極限議論が必要とされる．いずれの方法も著者の独創に

なるものであり，非常に高く評価される．

  これを要するに、著者は、相対論的量子電磁力学のひとつのモデルのスペクトル特性に

関して，数学的定理として新知見を得たものであり、作用素論および量子場の数学的理論

の発展に対して貢献するところ大なるものがある。

    よって著者は、北海道大学博士（理学）の学位を授与される資格あるものと認める。
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