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Differential operators on hyperplane arrangements

    （ 超 平 面 配 置 に 関 す る 微 分 作 用 素 ）

学位論文内容の要旨

  本論文は超平面配置に関する斉次微分作用素のなす加群の自由性に関する研究である．

  Kを標数0の体とし，S〓K［zい．．’凱］をK上の多項式環とする．ぞ次元ベクトル空間

レ＝Kゼの原点を通る余次元1のアフイン部分空間（超平面）の有限集合Aを中心的超平面

配置と呼ぶ．また4に属する超平面Hに対して，ker pH‾Hとなるレ゛の一次の斉次多項

式をーつ固定する．Q：＝ Q(A)：〓nlleApHとおいて，Aの定義多項式と呼ぶ．

  Qで生成されるイデアルを保存するSからSへの導分ロをA-導分という(K：颶のと
き，幾何学的には4に沿った多項式ベクトル場である）．A-導分全体のなす加群(A-導分

加群）がD加群として自由であるか否かは興味深い問題で，多くの研究者によって研究さ

れている．

  非負整数mに対して，D（m）(S)：〓Olal＝カSa゚ とおく．ただし，QE鮮は多重指数であ

り，a：＝8xz，ao:＝茸‾…館‘である．今

D（m）（4）：：（0ED（m）（S）Ip（QS）C―QS｝

をm階の斉次A-微分作用素の加群といい，D（m）（A）の元を斉次4微分作用素という．m-l

のとき即ち，D（1）（川はA-導分加群であり，D（m）（4）はA-導分加群の自然な拡張である．本

論文は，D（m）（りの自由性に関する研究をまとめた論文である．

  り （ S） ＝ Oカ 冫 0D（ m） （ S） は Weyl代 数 と呼 ば れ る ． QSの idealizer

u(QS) = {o eり（S) I O(QS) c QS}

は斉次´弘微分作用素の加群の直和n（QS）＝Oカ冫oD（m）（りに分解されることが知られてい

る(Holm)，このことから斉次´41微分作用素の加群の生成系を知ることでS/QSの微分作

用素環n(Qs)/Q9(s)の生成系を知ることができる．S/QSの微分作用素環の生成系を求め
ることが，斉次A-微分作用素の加群の基底を求めることのーつの動機である．

  論文の前半である第二章の内容は，ジェネリックな超平面配置にっいての研究である．Holm

は，Aがジェネリックな超平面配置のときに，いくっかの（階数・次元．Aに含まれる超平
面の数に関する）条件の下で斉次´41微分作用素の加群の自由性を決定した．また，彼は残

りの場合にっいて“斉次´41微分作用素の加群は自由加群である”．と予想した．また，この研
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究に関連してSnellmanはジェネリックな超平面配置の斉次A-微分作用素の加群が自由でな

いときのHilbert級数を計算し，Poincare-Betti級数の具体的な表示を予想した．
  上で述べたHolmとSnellmanの予想を，第2.7節，第2.9節で，肯定的に解決した．Holm

の予想に関しては，斉次´41微分作用素の加群が自由加群であると予想されていた場合に基
底の候補を構成し，（Saitoの判定法の拡張である）SaitいHolmの判定法を使い，候補が基底
をなすことを証明した，また，斉次A微分作用素の加群が自由でないときは，極小自由分

解を構成し，射影次元とBetti数を求めた．この極小自由分解によりSne11manの予想が正
しいことがわかった，

  下の表は3次元以上のジェネリック超平面配置がどのような条件で自由になるかと射影次
元を表した表である．mは階数，rは超平面配置に含まれる超平面の数，ぞはべクトル空間
の次元とする．

  条件     mくr―£十1 m -r－ゼ十1m冫r－ぞ十1
  自由性自由でない(Holm)   自由(Holm)    自由
射影次元    ¢－2   0（Holm)     0

  論文の後半である第三章の内容は，Coxeter配置についての研究である．有限Coxeter群

を鏡映群とみたときの鏡映面全体の集合は超平面配置であり，Coxeter配置と呼ばれている．
Coxeter配置は超平面配置の重要な具体例のーっである．Saitoにより，鏡映群の基本不変

式からA-導分加群の基底を構成できることが知られている．
  以下では4をA型，B型，D型のCoxeter配置とする，本研究では，まず型ごとに2階の斉

次/41微分作用素の加群の基底の候補を見っけ，その候補が基底をなすことを示す．その際に
鍵となるのが“compounddeterminantSに関するCauChy－Sylvesterの定理”と“SaitひHolm
の判定法”である．

  基底の構成にはSchur多項式を使う．例えば，A型の場合，Schur多項式を係数とする斉
次微分作用素を定義する．それらの作用素の係数行列の行列式を見るとVandermondeの2
次小行列式を成分とする行列の行列式と定義多項式のベキの積であることがわかる．以上の

議論より，候補が基底であることを証明した．
  また，本研究で構成した基底で生成されるR上のベクトル空間を自然な作用でCoxeter群
の表現とみると，自明な表現と鏡映表現の直和に分解される．ここで，鏡映表現の重複度は

1である，さらに，以上の事実から2階の斉次A微分作用素の加群にはCoxeter群の作用で
不変な元のみからなる基底は存在しなぃことを証明した．
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学 位 論 文 題名

Differential operators on hyperplane arrangements

    ． （ 超 平 面 配 置 に関 す る 微 分 作 用 素）

博士学位論文審査等の結果について（報告）

  超平面配置は空間内の有限個の余次元1の空間（超平面）の集まりのことであり，数学の多様な

分野で登場してくる．また，その研究も代数，細合せ論，トポロジーなど多方面からのアプローチ

が可能であり，大変興味深い荊象である．とりわけ，超平面配置に関する導分（1階の斉次微分作

用素）の成す・カ闢羊は多くの研究者の興味を引き，多くの研究が為されてきた．特に重要なのが，そ

の導分の成すカ【群が多項式環上自由であるかどうかという問題である．

  本論文では，導分の成す加群の代わりに高階の斉次微分作用素の成すカ1群の自由性を考察した．

論文の前半では，ジェネリックな超平面配置に関して，高階の斉次微分作用素の成す．カ哺靭ミ自由で

あるかどうかを決定し，自由でなぃ場合はその極小自由分解を構成した．これは導分の場合の

Rose-Terao，Yuzvinsky氏らの結果の一般化であるとともに，Holm氏らによる先行する研究が残して

いた場合も含めて完全に決定したことで意義深い．論文の後半では，古典型コクセター配置と呼ぱ

れる場合について，2階の斉次微分作用素の成す加群が自由であることを実際に基底を構成するこ

とにより示した．コクセタ1己置は非常に対称性の高い対象で，表現論を初めとする多くの分野の

研究昔が興味を持っている．

  著者によるこれらの成果は，超平面配置，表現論及U潤連する理論において大変重要なものであ

る．

よ っ て 著 者 ； 劃 舗 献 学 博 士 醐 の 学 位 を 授 与 さ れ る 資 格 が あ る も の と 認 め ら れ る ．
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